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RÉTABLIS POUR LA PREMIÈRE FOIS, D APRÈS LA NOTICE ET 
LES LEMMES DE PAPPUS, ET CONFORMÉMENT AU SENTI- 
MENT DE R. SIMSON SUR LA FORME DES ÉNONCÉS DE CES 
PROPOSITIONS. 


INTRODUCTION. 


81. — Exposé historique. —Premiers essais de divination de la doc- 
trine des Porismes. — Ouvrage de R. Simson. — Questions non trai- 
tées dans cet ouvrage. — Ce qu'il reste à faire pour rétablir les trois 
Livres d'Euclide. 


Parmi les ouvrages des mathématiciens grecs qui ne nous 
sont pas parvenus, aucun n'a plus excité les regrets et la 
curiosité des géomètres des siècles derniers que le Traité 
des Porismes d'Euclide. 

Cet ouvrage ne nous est connu que par la Notice qu’en a 
donnée Pappus dans le VII Livre de ses Collections ma- 
thématiques (1), et par une très-courte mention de Proclus 


(r) Pappus, mathématicien d'Alexandrie, florissait vers la fin du 1v® siècle 
de notre ère. Ses Collections mathématiques en huit livres, dont malheureu- 
sement les deux premiers nous manquent, sont un ouvrage extrêmement 
précieux pour l’histoire des mathématiques. Pappus y fait connaître des 
recherches sur toutes les parties de la géométrie, et même sur les machines 
dans le VIII Livre, et fournit des notions sur beaucoup d'ouvrages dont 


Li 


(2) 
dans son Commentaire sur le 1* Livre des Éléments 
d'Euclide. 

Mais ce qu'en dit le premier de ces auteurs, qui était lui- 
mème un géomètre éminent et des plus compétents pour 
apprécier les œuvres de ses devanciers, a été bien propre, 
indépendamment du nom d'Euclide, à faire naître ces re- 
grets des Modernes et leur désir de retrouver ou de parve- 
nir à rétablir un ouvrage si précieux : car, selon Pappus, 
« cet ouvrage renfermait une ample collection de propo- 
» sions d’une conception ingénieuse et d’un très-utile se- 
» cours pour la résolution des problèmes les plus difh- 
» ciles. » 

Aussi Montucla, dont nous nous bornerons à citer ici le 
jugement, a-t-1l pensé que ce Traité des Porismes était 
« le plus profond de tous les ouvrages d'Euclide et celui 
» qui lui ferait le plus d'honneur 51] nous était par- 
» venu » (1). 

La Notice de Pappus, un des fragments les plus intéres- 
sants qui nous soient restés des mathématiques grecques, 
renferme deux définitions de ce genre particulier de pro- 
positions appelées Porismes par Euclide, et une trentaine 
d’énoncés qui 50 rapportent; mais le tout en termes concis 
et obscurs, dont les géomètres, à diverses époques depuis 


nous ignorerions, sans cela, même 165 titres et les noms des auteurs. On doit 
à Commandin (1509 —1575), savant géomètre et commentateur intelligent, 
une traduction de ces Collections mathématiques qui parut après sa mort sous 
le titre : Pappi Alexandrini Mathematicæ Collectiones a Federico Commandino 
Urbinate in Latinum conversæ, et Commentariis illustratæ. Pisauri, 1588, in- 
folio. — Eædem. In hac nostra cditione ab innumeris, quibus scatebant mendis, 
et præcipuè in Græco contextu diligenter vindicatæ. Bononiæ, 1660, in-folio. 

Plusieurs géomètres s'étaient proposé, à diverses époques, d'éditer le 
texte même de cet ouvrage, un des plus importants, incontestablement, qui 
nous soit parvenu des Grecs. Il est bien à regretter que leurs projets aient 
échoué. Aucune entreprise ne saurait être plus digne des encouragements 
destinés aux publications scientifiques. 

(1) Histoire des Mathématiques, τ. 1, p. 215. 


[5ὴ 
la Renaissance, ont vainement cherché à pénétrer le sens. 

Cependant Albert Girard, savant géomètre des premiers 
temps du xvri° siècle, avait fait espérer qu’il rétablirait 
ces Porismes, dont il parle dans deux endroits différents de 
ses œuvres (1); mais ce travail n’a peut-être pas été ter- 
miné; du moins il ne nous est pas parvenu, et l’on ne peut 
préjuger Jusqu'à quel point l’auteur avait entrevu la pen- 
sée d’'Euclide. 

Vers le même temps Fermat s'est occupé du même sujet, 
bien digne de fixer l'attention d’un esprit'aussi pénétrant. 
Dans un écrit très-succinct, intitulé: Porismatum Eucli- 
dæorum Renovata Doctrina et sub forma isagoges recen- 
tioribus Geometris exhibita, 11 dit que si plusieurs auteurs, 


(1) Voici quels sont ces deux passages d’Albert Girard : 1° Dans son petit 
Traité de Trigonométrie se trouve un chapitre des polygones rectilignes, où 
l’auteur, après avoir énuméré les formes dillérentes que peut avoir un qua- 
drangle, un pentagone, un hexagone, ajoute : « Le tout, quand il n'y ἃ 
» que deux lignes qui passent par un puinct, comme jadis estoyent les Po- 
» rismes d’Euclides, qui sont perduz, lesquelz j'espere de mettre bien tost en 
» lumiere, les ayant restituez il y a quelques années en ça. » (Tables des 
sinus, tangentes et secantes, selon le Raid de 100000 parties. Avec un traicté 
succinct de la Trigonométrie tant des triangles plans, que sphéricques, etce., par 
Albert Girard, samielois. La Haye, 1626, in-24); 2° Dans le Traité de l’art 
pondéraire ou de la statique de Stevin, à la suite de la proposition rela- 
tive au centre de gravité du triangle, dans laquelle l’auteur fait usage du 
théorème de Ptolémée sur le triangle coupé par une transversale, Albert 
Girard ajoute ce qui suit : « Celuy qui n’entend pas ceste maniere de de- 
» monstration doit recourir premierement au lieu cité de Ptolemée, puis à 
» l’Arithmetique du present autheur vers la fin touchant l’addition et sous- 
» traction des raisons. Les Anciens, comme Archimedes, Euclides, Appollone 
» Pergée, Eutocius Ascalonite, Pappus Alexandrin, etc., ont leurs livres rem- 
» plis de l'égalité d’une raison a deux autres, excepté que ce qu’en a 
» escrit Euclides ès Elemens vulgaires est assez rare, comme en la 23 
» proposition du sixiesme livre, et en la 5 proposition du huitiesme 
» livre. Mais il est à estimer qu'il en a plus escrit en ses trois livres de Poris- 
» mes qui sont perdus, lesquels, Dieu aidant, 7 espere de mettre en lumiere, les 
» ayant inventez de nouveau.» (V. Les Œuvres mathématiques de Simon Stevin 
de Bruges, etc. Le tout reveu, corrigé et augmenté par ALBERT GIRARD, samielois, 
Mathematicien. Leyde, 1634, in-folio.) 


1. 


(4) 

Viète notamment, « ce géomètre plein de génie et qui n'a 
pas encore été assez loué », ont rétabli avec succès quelques 
ouvrages des Anciens, néanmoins on ignore encore et l’on 
n’a pas même soupconné ce qu'étaient les Porismes. Il 
donne ensuite cinq exemples de Porismes, etil exprime sa 
pensée sur le genre des propositions ainsi nommées par 
Euclide, qu'il croit avoir été des propositions de Lieux (1). 
Il ajoute que, si cet aperçu est goûté des savants, 1] réta- 
blira un jour les trois livres perdus; qu’il ira mème au 
delà du géomètre grec, et fera connaitre dans les sections 
coniques et dans quelques autres courbes, des Porismes ad- 
mirables et pourtant encore ignorés. Ailleurs il semble dire 
qu'il a rétabli l’ouvrage d’Euclide. Toutefois, sans examiner 
ici les propositions données par Fermat comme exemples 
de Porismes, lesquelles ne paraissent pas présenter un carac- 
tère spécial bien déterminé qui les distingue nettement des 
propositions locales ordinaires, il faut remarquer que, 
hormis une ou deux peut-être, elles ne peuvent se rappor- 
ier aux propositions d'Euclide indiquées par Pappus (Fune 
d'elles même concerne la parabole). On peut inférer de là 
que c'était seulementsur la nature et l’objet du livre d'Eu- 
elide, c’est-à-dire sur la doctrine même des Porismes, que 
Fermat était parvenu à fixer ses idées, à un certain point 
de vue, mais qu'il n'avait pas rétabli les propositions que 
peuvent comporter les énoncés de Pappus. 

Quelque temps après, Boulliau (2) et Renaldini (3) pa- 
raissent avoir aussi entrepris cette divination. Mais ils se 


---- -- 


(1) « Cum autem ut jam diximus Porismata ipsa sint Ἰοοῖ... » ( Varia opera 
mathematica, etc., p. 119.) 

(2) Exercitationes geometricæ tres : 19 circa demonstrationes per inscriptas 
et circumscriplas figuras ; 29 circa conicarum sectionum quasdam propositiones; 
30 de Porismatibus. Parisiis, 1655 ; in-40. 

(3) De rebolutione et compositione mathematica, libri duo. Patavii, 1668; 
in-fol. 


sont bornés à de simples réflexions qui n'ont répandu au- 
cune lumière sur la question elle-même. 

Il y a lieu de penser que la plupart des géomètres qui 
oni rétabli quelques-uns des autres ouvrages grecs sur les- 
quels Pappus a laissé des Lemmes, que Snellius et Viète (1) 
notamment, n'avaient point négligé de porter leur atten- 
tion sur le Traité des Porismes, de préférence mème à tout 
autre, à raison de la grande supériorité de cet ouvrage, pro- 
clamée par Pappus, et des secours qu’il devait procurer dans 
toutes les investigations géométriques. 

Le célèbre astronome Halley, très-versé dans la connais- 
sance de la géométrie des Grecs, traduisit de l'arabe, comme 
on sait, le Traité de la Section de raison, et rétablit celui 
de la Section de l’espace οἱ le VIT livre des Coniques 
d’Apollonius. L’énigme des Porismes devait naturellement 
lui offrir de l'attrait. On lui doit d’avoir mis au jour le 
texte grec qui s'y rapporte, resté jusqu'alors manuscrit 
comme tout l'ouvrage de Pappus, au grand regret des géo- 
mètres, qui n'en connaissaient que la version latine de 
Commandin. Halley a joint à ce texte, inséré dans son édi- 
tion de la Section de raison et de la Section de l'espace, 
une traduction latine ; mais sans commentaire ni aucun 
éclaircissement; car il confesse ne rien comprendre à ce 
texte des Porismes, « rendu ininteiligible, tant par la perte 
» d'une figure à laquelle Pappus renvoie, que par quelques 
» omissions ou autres altérations qui affectent une certaine 
» proposition générale; d’autant plus, ajoute-t-il, que 
» le style de l’auteur, outre ces défauts, ἃ celui d’être 


(1) Viète ἃ rétabli sous le titre d’Apollonius Gallus le Traité des contacts 
des cercles d’Apollonius, et Snellius le traité de la Section déterminée sous 
le titre d’Apollonius Batavus (Lugodini, 1608, in-4°), et les deux traités de 
la Section de raison et de la Section de l’espace (ibid., 1607). Pascal avait été 
au delà de Viète dans un ouvrage qu'il intitulait: Promotus Apollonius Gallus, 
qui ne nous est pas parvenu. 


(6) 
» beaucoup trop serré pour un sujet aussi diflicile » (1). 

Il était réservé à son savant compatriote ἢ. Simson, pro- 
fesseur de mathématiques à l’Académie de Glasgow, de pé- 
nétrer ce mystère qui résistait à tant d'efforts. Les premiers 
essais heureux de ce géomètre, après de longues et persé- 
vérantes tentatives, datent de 1720. C'était l'explication de 
irois propositions, les seules, parmi une trentaine d’énoncés 
divers, que Pappus ait décrites en termes suffisamment 
complets. La première concerne un système de quatre 
droites; la seconde, qui est la même, étendue à un nombre 
quelconque de droites, est la proposition générale dont 
parle Halley ; et [ἃ troisième, relative encore à des droi- 
tes, est d’un genre différent. 

Maintenant que le sens précis des irois propositions 
nous est connu, le texte de Pappus peut paraître suffisam- 
ment explicite, nonobstant sa concision ; mais assurément 
il présentait alors de grandes difficultés. 

Aussi l'explication de Simson fut une découverte inat- 
tendue. Communiquée par l’auteur à Maclaurin et bientôt 
après à la Société Royale de Londres, et insérée dans les 
Transactions philosophiques de maï 1723 (2), elle attira 
l'attention des géomètres et par sa nouveauté et par son im- 
poriance. 


Les efforts persévérants de Simson lui ayant fait faire de 


(1) « Hactenus Porismatum descriptio nec mihi nec lectori profutura, 
» neque aliter fieri potuit : tam ob defectum schematis cujus fit mentio; 
» unde rectæ satis multæ, de quibus hic agitur, absque notis alphabeticis, 
» ullove alio distinctionis charactere inter se confunduntur : quam ob 
» omissa quædam et transposita, vel aliter vitiata, in propositionis genera- 
» lis expositione; unde quid sibi velit Pappus haud mihi datum est conji- 
» cere. Hisce adde dictionis modum nimis contractum, ac in re difMcili, 
» qualis hæc est, minime usurpandum. » ( Apollonii Pergæi de Sectione ra- 
Lionis,... Ὁ. XXXVII.) 

(2) Pappi Alexandrini Propositiones duæ generales, quibus plura ex 


Euclidis Porismatis complexus est, Restitutæ à Viro Doctissimo Rob. Sim- 
son, Math. Prof, Glase. 


0] 
nouveaux pas dans la voie qu'ilouvrait si heureusement par 
un résultat partiel, mais incontesté et d'autant plus pré- 
cieux, il parvint à fixer son opinion sur la doctrine des 
Porismes, et il la développa dans l'ouvrage intitulé: De 
Porismatibus tractatus; quo doctrinam Porismatum satis 
explicatam, et in posterum ab oblivione tutam fore sperat 
ÆAuctor. Mais cet ouvrage ne parut que beaucoup plus tard, 
en 1776, huit ans après la mort de l’auteur. Il fait partie 
d’un volume publié aux frais de lord Stanhope et par les 
soins de J. Clow, professeur de philosophie à l’Académie 
de Glasgow, à qui Simson avait légué ses papiers, volume 
dans lequel se trouvent aussi la divination des deux livres 
de la Section déterminée d’Apollonius, et quelques autres 
ouvrages de Simson restés jusqu'alors inédits comme celui 
des Porismes (1). Le traité de Lieux plans d’Apollonius, ré- 
tabli aussi par cet habile interprète des Anciens, avait paru 
en 1749, du vivant de l’auteur (2). 

C’est surtout la divination des Porismes qui a fait à juste 
titre la célébrité de Simson dans Fhistoire des mathéma- 
tiques. 

Cependant, si l’on considère que le rétablissement de 
l'ouvrage d'Euclide embrassait deux questions différentes ; 
qu'il s'agissait de découvrir, premièrement ce qu'était cette 
doctrine des Porismes ignorée des Modernes, et seconde- 
ment ce qu'étaient ces propositions si nombreuses (cent 


(1) Roberti Simson, matheseos nuper in Academia Glasguensi professoris, 
Opera quædam reliqua. Glasguæ, 1776; in-4°. 

(2) Apollonii Pergæi Locorum planorum libri IT, restituti a Roberto Simson. 
Glaspuæ, 1749; in-/0. 

On sait que Fermat et Schooten avaient déjà rétabli ce Traité des Lieux 
plans, ou du moins démontré, le premier par la simple géométrie, et le 
second par le calcul algébrique de Descartes, les nombreuses propositions de 
Lieux rapportées par Pappus. Simson s'est proposé, en revenant sur ce 
sujet, d'imiter dans ses démonstrations le style géométrique des Anciens, 
négligé par Schooten surtout. 
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soixante et onze), qui formaient les trois livres de Porismes 
d'Euclide, il faut reconnaître que c’est la première seule- 
ment de ces deux questions que Simson ἃ résolue, mais qu’il 
n’a pas été beaucoup au delà, et qu'il a laïssé à d’autres le 
soin de rétablir l'ouvrage d’'Euclide. Car sur vingt-neufénon- 
cés transmis par Pappus dans un style concis et énigmati- 
que, et qui résument les nombreuses propositions d'Eu- 
clide, Simson n’a donné que dix Porismes répondant à sept 
seulement de ces énoncés. Il ἃ donc laissé intacts vingt-deux 
énoncés, en exprimant mème la pensée qu'il serait fort diffi- 
6116 de les rétablir (1). 

Ces dix propositions, dont six concernent des figures 
rectilignes et les quaire autres le cercle, ne pouvaient suf- 
fire pour faire connaître le caractère général des Porismes 
d'Euclide. 

En outre, R. Simson n’a pas recherché quelle avait pu 
être la pensée qui a dirigé le géomètre grec dans sa concep- 
tion originale; il n’a pas fait voir non plus comment cette 
doctrine des Porismes devait être si uule, nécessaire même 
pour la résolution des problèmes, comme le dit Pappus, 
et quels rapports elle pouvait avoir avec les propositions 
et les méthodes modernes, qui, ainsi que 16 le dirai plus 
tard, l’ont suppléée à notre insu. 

Depuis, bien que la plupart des géomètres qui ont écrit 
sur les Porismes aient approuvé la divination de Simson, 
en y reconnaissant la pensée d'Euclide sur [ἃ forme propre 
à ce genre de propositions (2), néanmoins ils ne l'ont pas 


(1) « I mean those of the first book, for as to those of the two others, 
» excepting what may be included in the second of the above-mentioned 
» Propositions, 1 believe it will be extremely difficult for any body 1o restore 
» them, » (Lettre adressée au docteur Jurin, secrétaire de la Société Royale, 
le τον février 1723. V. Account of the Life and Writings of R. Simson, by the 
Rev. William Trail, 1812; in-49, p. 21.) 

(2) Mathieu Stewart, Hutton, Playfair, Wallace, mylord Brougham, Lhuil- 
lier, J. Leslie, Davies, ete.—Outre le Mémoire inséré dans le volume de 1798 
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complétée, ou plutôt on ne voit point qu’ils y aient fait de 
nouveaux pas, ni en produisant quelques Porismes qui 
répondissent à d’autres énoncés de Pappus, ni en émettant 
quelques vues, soit sur le caractère général des proposi- 
tions qui ont dû entrer dans le Traité d'Euclide, soit sur le 
genre d'utilité de cet ouvrage et les points de contact qu'il 
aurail avec nos théories et nos méthodes actuelles. 

R. Simson et ses successeurs (1) sont donc loin d’avoir 


des Philosophical Transactions de la Société Royale de Londres, sous le titre: 
General Theorems, chiefly Porisms, in the higher Geometry, par lord Broug- 
ham, on peut consulter surtout les développements sur la Géométrie des 
Grecs et en particulier sur la doctrine des Porismes, dans lesquels l’illustre 
savant est entré en faisant la biographie de Simson (V. Lives of Philosophers 
of the time of George 11]. By H:nry, Lord Brougham, F. 'R. S., member of 
the Institute of France, etc.) 

(1) Nous n’entendons parler ici que des ouvrages antérieurs à 1835, époque 
à laquelle nous étions fixé sur cette question des Porismes et nous avions 
préparé le présent travail, comme on le voit dans une Note de l’Apercu 
historique, qui en contient une analyse (p. 274-284), Nous ne faisons done 
aucunement allusion à diver; écrits qui ont paru dans ces dernières années, 
à ceux notamment qui ont donné lieu à une polémique qui se continue en- 
core. 

D'ailleurs, en parlant des successeurs de Simson, nous n’entendons que 
ceux qui ont embrassé ses vues et sa doctrine, et il arrive, si je ne me trompe, 
que les auteurs des recherches les plus récentes, quoique différant entre eux 
de sentiment sur la question, se sont accordés à se prononcer contre le sys- 
tème de Simson. 

Ces recherches, quels que soient le mérite et l'utilité qui s’y rattachent, 
n’ont pas pour objet, en fait du moins, de rétablir l'ouvrage d’Euclide: leurs 
auteurs paraissent s’y être proposé principalement de parvenir à une traduc- 
tion du texte de Pappus plus satisfaisante que celles de Commandin, de 
Halley et de R. Simson, pour en tirer la signification du mot Porisme et le 
caractère propre des propositions ainsi nommées par Euclide. 

Mais on ne peut se dissimuler que ce travail n’est qu’une partie de celui 
que comporte et exige le rétablissement de l'ouvrage même d’Euclide, et 
qu'il demande à être complété par de nombreux exemples de Porismes et 
par un ensemble de propositions répondant aux énoncés de Pappus. 

Or c’est précisément ce recueil de propositions qui a toujours fait les dif 
ficultés du sujet depuis la divination de Simson. Cependant ce travail est 
nécessaire, on peut dire indispensable, non pas seulement aux yeux des 
géomètres qui se proposeraient le rétablissement des trois livres de Porismes 
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dissipé toute l’obscurité qui enveloppait cette grande 
énigme. Peut-être pourrons-nous dire plus loïn la nature des 
diflicultés qui s’opposaient à l’intelligence des énoncés de 
Pappus et au rétablissement des propositions d'Euclide. 


S II. — Recherches consignées dans l’ÆApercu historique. — Rétablis- 
sement des Porismes que comportent les énoncés de Pappus. — 
Caractère général de ces propositions. — Leur analogie avec les théo- 
ries qui forment les bases de la Géométrie moderne. 


Ayant dû présenter une analyse de l'ouvrage de Pappus, 
surtout des nombreux Lemmes relatifs aux Porismes d'Eu- 
clide, dans l’A{percu historique, où je traitais de l’origine 
et du développement des Méthodes en Géométrie, j'ai été 
conduit à m'occuper, après tant d’autres géomètres, de la 
question des Porismes. L'intérêt du sujet m'a entrainé 
souvent dans des recherches plus prolongées que je ne 
l'aurais voulu, excité par le désir de parvenir à porter un 
jugement sur le travail de Simson, et même à donner 
suite, s’il m'était possible, à cette divination qui parais- 
sait comporter plusieurs questions essentielles, indépen- 


d'Euclide, comme on a rétabli plusieurs autres ouvrages de l'antiquité, mais 
mème aussi au point de vue plus restreint de ceux qui s’attachent principa- 
lement à interpréter le texte de Pappus, et à y chercher le but et les bases 
de cette doctrine des Porismes. 

Car, quel que soit le système que l’on adopte, on ne peut se dispenser, 
dans un travail de cette nature, d'en vérifier et d’en démontrer la justesse : 
ce qu’on ne fera qu’en soumettant ce système à l'expérience pratique. Et ici 
cette expérience consiste à former, comme nous venons de le dire, un 
ensemble systématique de propositions, distinctes à certains égards des 
théorèmes et des problèmes, et répondant aux énoncés énigmatiques de Pap- 
pus et aux paroles de ce géomètre sur l'importance et l’utilite de l'ouvrage 
d'Euclide. 

Telle est la véritable question des Porismes. C’est pourquoi diverses tenta- 
tives qui ne se sont pas complétées, en quelque sorte pratiquement, comme 
celles de Boulliau, de Renaldini, ete., sont restées infructueuses et ont laissé 
la question dans le mème état. 
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damment du rétablissement de l'ouvrage lui-mème, comme 
je viens de le dire. 

On avait remarqué dans les Lemmes de Pappus certaines 
traces de la théorie des iransversales, telles que quelques 
propriétés relatives au rapport harmonique de quatre 
points et une relation d’involution dans le quadrilatère 
coupé par une droite (1). 

Un nouvel examen de ces Lemmes m’y ἃ fait reconnaître 
une autre proposition, plus humble en apparence peut- 
être, et qui, par cette raison sans doute, avait échappé aux 
investigations antérieures, quoique, en réalité, elle ait 
une bien plus grande importance que toutes les autres. Il 
s’agit, en eflet, de la propriété projective du rapport an- 
harmonique de quatre points, qui se trouve démontrée 
dans six Lemmes différents (2) et dont, en outre, Pappus 
fait usage pour la démonstration de plusieurs autres 
Lemmes. 

Ces circonstances, bien propres à fixer toute mon atten- 
tion, pouvaient m autoriser à penser que les propositions 
d'Euclide étaient de celles auxquelles conduisent naturelle- 
ment les développements et les applications de la notion du 
rapport anharmonique, devenue fondamentale dans la 
géométrie moderne (3). 

Parmi ces développements se présente en première ligne 
la théorie des divisions homographiques formées sur deux 
droites ou sur une seule, dont le caractère propre consiste 


(1) Poncelet, Propriétés projectives des figures; Ὁ. ΧΧΧΥΙ, ΧΠΠ 17, 83, 02. 

(>) Lemmes I, X, XI, XIV, XVI et XIX. (Propositions 129, 136, 137, 140, 
142 et 145).—Apercu historique, p.33.—Traité de Géométrie supérieure, p. xx1. 

(3) « Après avoir reconnu que la plupart des Lemmes de Pappus qui pa- 
» raissent se rapporter au premier livre des Porismes d’Euclide pouvaient 
» se déduire de la proposition....., nous avons pensé que cet{e proposition 
» pourrait bien aussi être la clef de tout ce premier livre de Porismes et 


» conduire à une interprétation des énoncés que Pappus nous a laissés, » 
(Apercu historique, p. 39.) 
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en ce que le rapport anharmonique de quatre points d'une 
division est égal à celui des quatre points correspondants 
de l’autre division : ce qu'on exprime par des équations à 
deux, à trois et à quatre termes (1). 

Or, ces équations unefois connues, on ne pouvaitmanquer 
de s’apercevoir que la plupart des énoncés de Pappus con- 
stituent des relations de segments telles que celles qui se 
déduisent de ces équations mêmes. Remarque importante, 
car elle devait faire espérer que ce pourrait être cette 
théorie fort simple des divisions homographiques qui don- 
nerait enfin la clef des nombreux Porismes énoncés par 
Pappus et dont la signification avait résisté aux efforts de 
tant de géomètres et de Simson lui-même. 

Et en effet, ce point de départ dans mes essais de divina- 
üon m'a conduit assez aisément au rétablissement de la 
plupart des énoncés de Pappus, c’est-à-dire, à des propo- 
sitions, souvent très-multiples, qui satisfont aux conditions 
exprimées par ces énoncés concis et énigmatiques. Jai pu 
annoncer ce résultat dans l’Æpercu historique (2), me bor- 
nant alors à faire connaître deux Porismes très-généraux, 
dont l’un notamment suflit pour embrasser dans ses nom- 
breux corollaires une grande partie des énoncés en ques- 
tion (3). 

Je reprends aujourd’hui ce travail. Le long retard qu'il 


(1) Géométrie supérieure, p. S1-101. — Apercu hist., p. 281. 

(2) « En prenant pour point de départ et pour base notre manière de con- 
» cevoir la doctrine des Porismes, nous avons obtenu assez naturellement 
» une interprétation des 24 énoncés de Porismes que n’a pas rétablis Simson.» 
( Apercu hist., p. 270.) 

(3) « Les limites dans lesquelles nous devons nous renfermer ne nous 
» permettent pas d'énoncer ici les Porismes que nous avons trouvés comme 
» répondant au texte de Pappus. Mais nous allons donner deux proposi- 
» tions très-générales qui nous ontparu comprendre dans leurs nombreux co- 
» rollaires les 15 énoncés de Pappus appartenant au premier livre des Po- 


» rismes d'Euclide. ( Aperçu hist., p. 270.) 
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éprouve, dù principalement à d’autres occupations, s'ex- 
plique encore par la nature mème du sujet. Car il fallait 
donner d’abord aux trois théories du rapport anharmo- 
nique, des divisions homographiques et de linvolution 
les développements dont étaient susceptibles les germes 
qui s’en trouvent dans les Lemmes de Pappus. C'est ce que 
j'ai cherché à faire dans le Traité de Géométrie supérieure, 
ouvrage dont ces théories mêmes forment les bases. 

On ne verra peut-être pas sans étonnement que l’ou- 
vrage si célèbre d'Euclide, dont une si profonde obscurité 
cachait la forme, le contenu, le caractère général et le but, 
non moins que les points de contact qu’il pouvait avoir avec 
nos méthodes actuelles, renfermait précisément les germes 
de ces méthodes elles-mèmes et plusieurs des propositions 
qui en forment les applications les plus immédiates et les 
plus naturelles. 

Il fallait, pour être à même de soupçonner ce caractère 
spécial de l'ouvrage grec et rétablir les nombreuses propo- 
sitions qu'il renfermait, connaître préalablement toutes 
les conséquences de la notion du rapport anharmonique et 
les équations diverses qui servent à les exprimer, comme 6 
J'ai dit dans l’Æpercu historique (1). 

C’est ce qui explique, je crois, comment il a paru tou- 
jours si difficile jusqu’à ces derniers temps, je pourrais dire 
presque impossible, de donner une interprétation de la 
plus grande partie des énoncés de Porismes laissés par 
Pappus, puisque la plupart des propositions qui satisfont à 
ces énoncés se rapportent à un genre de relations qui, sauf 
quelques cas les plus simples, n’étaient pas encore entrées 
dans la géométrie moderne, et qui chez les Anciens ne se 


(1) « Chacune de ces équations peut se transformer de différentes ma- 
» nières en d’autres qui auront deux, trois ou quatre termes. Plusieurs de 
» ces transformations sont nécessaires pour donner l'interprétation des 
» Porismes du premier livre d’Euclide. » ( Apercu hist., p. 281.) 


ἱ 
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sont peul-être rencontrées que dans l'ouvrage perdu d'Eu- 


clide. 


Ce caractère du Traité des Porismes semble bien propre 
à justifier pleinement les paroles de Pappus qui proclame 
le mérite éminent de cet ouvrage, recueil ingénieux de pro- 
positions fécondes, indispensable à tous ceux qui veulent se 
livrer aux recherches mathématiques. 

On reconnait encore combien les géomètres, sur la foi de 
Pappus, ont eu raison de déplorer la perte de cet ouvrage, 
et combien cette perte a été préjudiciable aux progrès des 
mathématiques. Car si ce livre des Porismes nous füt par- 
venu, il eùt donné lieu depuis longtemps à la conception et 
au développement des théories élémentaires du rapport an- 
harmonique, des divisions homographiques οἱ de l’involu- 
tion, et l’on ne doutera pas que ces théories ne fussent entrées 
sans hésitation ni objections, avec l’autorité due au nom 
d'Euclide, dans les ouvrages destinés à l’enseignement, 
comme formant les bases naturelles de la géométrie générale. 


8. III. — Texte de Pappus relatif aux Porismes. 


« Après les Contacts sont les Porismes d'Euclide, en 
trois livres, collection ingénieuse d’une foule de choses qui 
servent à la solution des problèmes les plus difficiles, et 
que la nature fournit avec une inépuisable variété. 

» Il n’a rien été ajouté à cet ouvrage d'Euclide, si ce 
n’est que depuis quelques géomètres peu expérimentés 
ont donné de nouvelles rédactions de quelques-uns de ces 
Porismes, Bien que chacune de ces propositions soit suscep- 
tible d’un certain nombre de démonstrations, comme nous 
le faisons voir, Euclide n’en donne qu'une, qui est toujours 
la plus claire. 

» Les Porismes renferment une doctrine subtile, mais 


naturelle et nécessaire, surtout très-générale et d’une étude 
très-agréable à ceux qui savent voir et trouver. 

» Les diverses espèces de ces Porismes ne sont, ni des 
théorèmes, ni des problèmes, mais sont, en quelque sorte, 
d’une forme intermédiaire; de façon qu'on peut les pré- 
senter comme des théorèmes ou comme des problèmes. 

» Il est résulté de làque, parmi beaucoup de géomètres, les 
uns les regardent comme des théorèmes, et d’autres comme 
des problèmes, n’ayant égard qu’à la forme des énoncés. 

» Mais les définitions données par les Anciens prouvent 
qu'ils ont mieux compris les différences qui existent entre 
ces trois genres de propositions. [15 disaient, en eflet, que: 

» Le Théorème est une proposition où l’on demande de 
démontrer ce qui est proposé. 

» Le Problème est une proposition où l’on demande de 
construire ce qui est proposé. 

» Le Porisme est une proposition où l'on demande de 
trouver ce qui est proposé (1). 

» Cette définition des Porismes ἃ été changée par des 
géomètres modernes qui, ne pouvant pas tout trouver, mais 
conservant les éléments de cette doctrine, se contentèrent 


(1) Nous exprimerons les termes πόρισμος et ropië dont Pappus fait usage 
par le mot trouver, parce que ce mot, que nous aurons à employer fort 
souvent, est consacré presque exclusivement dans les recherches mathé- 
matiques, quelles que puissent être les nuances qui aientlieu dans la nature 
des questions. Toutefois les expressions acquérir, se procurer rendraient 
mieux ici l'intention précise de Pappus. En effet, il ne s’agit pas dans les 
Porismes de trouver une chose absolument inconnue comme dans les pro- 
blèmes en général: ce qu’il s’agit de trouver, c’est une partie seulement 
d’une chose connue et désignée dans l’énoncé, mais incomplétement; c’est, 
par exemple, la grandeur ou la position de cette chose. Question, comme 
on voit, qui présente une nuance avec le problème proprement dit. Voila 
dans quel sens nous nous servons ici du mot trouver. On verra plus loin 
les considérations sur lesquelles se fonde notre manière d'envisager la doc- 
trine des Porismes et comment elles permettent, si nous ne nous trompons, 
de lever les difficultés du sujet. 
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de prouver que la chose cherchée existe, sans la déterminer 

» Etquoiqu'ils fussent condainnés, tant par la définition 
que par les propositions mèmes, ces géomètres donnèrent 
du Porisme, d’après une considération particulière, cette 
définition : ce qui constitue le Porisme est ce qui manque 
à l'hypothèse d’un théorème local» (en d’autres termes, le 
Porisme est inférieur, par l'hypothèse, au théorème local; 
c’est-à-dire que quand quelques parties d’une proposition 
locale n’ont pas dans l'énoncé la détermination qui leur est 
propre, cette proposition cesse d’être regardée comme un 
théorème et devient un Porisme). 

» Les lieux géométriques sont une espèce de ces Poris- 
mes : ils abondent dans les livres du lieu résolu. Séparés 
des Porismes proprement dits, on les ἃ réunis sous des 
titres particuliers , et on en a formé des traités distincts, 
parce que cette espèce est bien plus nombreuse que les 
autres; car les lieux sont plans, solides ou linéaires : il y 
a aussi les lieux aux moyennes. 

» Îl arrive encore aux Porismes de présenter des énoncés 
très-raccourcis, parce que beaucoup de choses y sont sous- 
entendues. Il est résulté de là que beaucoup de géomètres, 
ne les considérant que sous une partie de leurs faces, en 
ont ignoré des poinis des plus importants. 

» Il est difficile de réunir plusieurs de ces Porismes sous 
un même énoncé, parce qu'Euclide n’en a pas donné beau- 
coup de chaque espèce, mais seulement un ou quelques- 
uns comme exemples. Cependant il en a placé, au commen- 
cement de son 1“ livre, dix qui sont analogues entre 
eux; ils appartiennent à cette espèce des lieux la plus 
abondante de toutes. Nous avons reconnu que ces dix pro- 
positions peuvent être renfermées dans un seul énoncé, 
savoir : Étant données quatre droites se coupant deux à 
deux, si trois des points d’intersection situés sur l’une 
d'elles, ou deux seulement dans le cas du parallélisme, 


(rl 
sont donnés (c'est-à-dire restent fixes), δὲ que des trois 
autres deux soient assujettis à rester chacun sur une droite 
donnée, le dernier sera situé aussi sur une droite donnée 
de position. 

» Il s’agit ici de quatre droites seulement, dont pas plus 
de deux ne passent par un même point. Maïs on ignore que 
la proposition est vraie pour un nombre quelconque de 
droites. La voici : Si plusieurs droites, en nombre quelcon- 
que, se rencontrent, mais pas plus de deux en un méme 
point; que tous les points situés sur une d'elles soient 
donnés, et que chacun de ceux qui appartiennent à une 
autre se trouve sur (décrive) une droite donnée de posi- 
tion ; ou plus généralement, si plusieurs droites, en nom- 
bre quelconque, se rencontrent, mais pas plus de deux en 
un même point; que tous les points situés sur une de ces 
droites soient donnés, et que parmi les points d'inter- 
section des autres, lesquels forment un nombre triangu- 
laire, il s'en trouve autant qu'il y a d'unités dans le côté de 
ce nombre triangulaire, assujettis à rester situés chacun 
sur une droite donnée de position, pourvu que de ces 
points il n'y en ait pas trois qui soient les sommets d'un 
triangle (formé par les droites mêmes dont ces points sont 
les intersections), chacun des autres points restera situé 
aussi sur (décrira) une droite donnée de position. 

» Il n’est pas vraisemblable que l’auteur des Éléments 
ait ignoré cette extension ; mais il aura voulu seulement en 
poser le principe. Car il parait, dans tous ses Porismes, 
n'avoir eu en vue que de répandre des principes et le germe 
d’une foule de choses importantes. 

» Ce n’est pas par les différences des hypothèses qu'il 
faut distinguer les Porismes, mais par les différences des 
résultats ou des choses cherchées. Les hypothèses, en effet, 
sont toutes différentes et constituent des spécialités; mais 
des résultats ou des choses cherchées, chacun se trouve être 


2 


(18) 
identique ou unique dans beaucoup d'hypothèses dif- 
férentes (1). 


Ier Livre des Porismes. 


» Voici donc comment il faut classer les choses cher- 
chées dans les propositions du [° Livre. La figure est au 
commencement du VII°..... (2). 

I. » Side deux points donnes on mène deux droites se 
coupant sur une droite donnée de position, dont l’une in- 
tercepte sur une droite donnée de position un segment 
compté à partir d’un point donné, l'autre formera aussi 
sur une autre droite un segment ayant avec le premier une 
raison donnée. 

» Et dans les autres : 

11. Qué tel point est situé sur une droite donnée de po- 
sition. 

III. Que le rapport de telle droite à telle autre droite est 
donné. 

IV. Que le rapport de telle droite à telle abscisse est 
donné. 

V. Que telle droite est donnée de position. 

VI. Que telle droite passe par un point donné. 

VIT. Que telle droite a un rapport donné avec le segment 
compris entre tel point et un point donné. 


VIII. Que telle droite a un rapport donné avec telle autre 
droite menée de tel point. 


(1) C'est-à-dire que dans beaucoup de questions différentes on arrive à 
une même conclusion, par exemple, que le lieu d’un certain point est une 
ligne droite déterminée de position; que certaine droite passe toujours par 
un point déterminé de position; qu’un certain rectangle dont les côtés sont 
variables, a une surface donnée de grandeur ; ete. C’est ainsi que l’a entendu 
R. Simson. « (Multa sunt Porismata quæ diversas hypotheses habent, sed 
quæ omnia concludunt punetum aliquod tangere rectam positione datam ; 
vel rèctam aliquam vergere ad punctum datum, etc. » (R. Simson, p. 349.) 

(2) lei se trouve une lacune dans les manuscrits. 
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IX. Que tel rectangle ἃ un rapport donné avec le rec- 
tangle construit sur telle droite et une droite donnée. 

X. Que tel rectangle équivaut à un rectangle donné 
plus le rectangle formé sur telle abscisse et sur une droite 
donnée. 

XI. Que tel rectangle, pris seul ou avec un certain 
espace donné, est... (1), l’autre a un rapport donné avec 
telle abscisse. 

ΧΙ. Que telle droite, plus une autre avec laquelle telle 
autre droite est dans une raison donnée, a un rapport 
donné avec un segment formé par tel point à partir d'un 
point donné. | 

XIII. Que le triangle qui a pour sommet un point 
donné et pour base telle droite est équivalent au triangle 
qui a pour sommet un point donné et pour base le segment 
compris entre tel point et un point donné. 

XIV. Qu'une droite, plus telle autre droite, a un rap- 
port donné avec tel segment compris entre un point donné 
et tel point. 

XV. Que telle droite forme sur deux autres droites don- 
nées de position des segments dont le rectangle est donné. 


IIe Livre des Porismes. 


» Dans le IT‘ Livre les hypothèses sont différentes, mais 
les choses cherchées sont pour la plupart les mêmes que 
dans le I°" Livre. 

» Il y a en outre celles-ci : 

XVI. Que tel rectangle seul, ou tel rectangle plus un 
certain espace donné, est dans une raison donnée avec une 
certaine abscisse. 

XVII. Que le rectangle compris sous telle droite et telle 


(1) Lacune dans le texte. 


(2) 
autre droite est dans une raison donnée avec une certaine 
abscisse. 

XVII. Que le rectangle qui a pour côtés la somme de 
deux droites et la somme de deux autres droites, a un rap- 
port donné avec tel segment. 

XIX. Qu'un rectangle qui a pour côtés telle droite et 
une autre droite augmentée d’une seconde qui a un rapport 
donné avec telle autre droite, et le rectangle construit sur 
telle droite et telle autre qui a un rapport donné avec telle 
droite, ont leur somme dans un rapport donné avec une 
certaine abscisse. 

XX. Que la somme de ces deux rectangles est dans un 
rapport donné avec le segment compris entre tel point et un 
point donné. 

XXI. Que le rectangle compris sous telle droite et telle 
autre est donné. 


IIIe Livre des Porismes. 


» Dans le III Livre, le plus grand nombre des hypothèses 
concernent le demi-cercle; quelques-unes le cercle et les 
segments. Pour les choses cherchées, la plupart ressemblent 
aux précédentes. 

» Il y a en outre celles-ci : 

XXII. Que le rectangle de telles droites est au rectangle 
de telles autres dans un rapport donné. 

XXIIT. Que le carré construit sur telle droite est à une 
certaine abscisse dans un rapport donné. 

XXIV. Que le rectangle construit sur telles droites est 
égal au rectangle qui a pour côtés une droite donnée et le 
segment formé par tel point à partir d’un point donné. 

XXV. Que le carré construit sur telle droite est égal au 
rectangle qui a pour côtés une droite donnée et le segment 
formé par une perpendiculaire, à partir d’un point donné. 


ΓΤ 

XXVI. Que le rectangle qui a pour côtés la somme de 
deux droites et une droite en rapport donné avec telle autre 
droite, est dans un rapport donné avec telle abscisse. 

XXVII. Qu'il existe un point tel, que des droites me- 
nées de ce point comprennent un triangle donné d’espèce. 

XXVIIT. Qu'il existe un point tel, que des droites me- 
nées de ce point retranchent des arcs égaux. 

XXIX. Que telle droite est parallèle à une certaine 
droite, ou fait avec une droite passant par un point donné 
un augle de grandeur donnée, 

» ya XXXVIIT Lemmes pour [65 trois livres de Poris- 
mes : ceux-ci renferment 171 théorèmes. » 

Ici se termine le passage du Ὑ 11" Livre des Collections 
mathématiques de Pappus qui concerne les Porismes. 


δ IV. — Explication de la proposition des quatre droites, de la pro- 
position générale de Pappus et du Porisme complet du [Ὁ Livre. — 
Observation relative aux deux définitions des Porismes. 


Pappus dit que l'ouvrage d’Euclide renferme presque 
toujours un seul Porisme ou un petit nombre de chaque 
espèce; que néanmoins On trouve au commencement du 
I‘ livre dix propositions qui peuvent se résumer en une 
seule. Pappus énonce cette proposition. Elle est relative 
à quatre droites. Il dit ensuite qu’elle n’est elle-même 
qu'un cas particulier d’un énoncé plus général concernant 
un nombre quelconque de droites; il décrit cette proposi- 
tion, et il ajoute avec un sentiment de justice qui fait hon- 
neur à son caractère, que sans doute cette généralisation 
n'a point échappé à Euclide, mais que, se bornant à ré- 
pandre dans ses trois livres de Porismes des germes de pro- 
positions fécondes , il n’aura pas jugé qu’il fût nécessaire 
d'en faire mention. 

Cette belle proposition, celle des quatre droites, et une 
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autre, donnée comme exemple des Porismes du 1“ livre 
d'Euclide, sont les trois seules que Pappus cite en termes 
complets, c’est-à-dire dans lesquelles il fasse connaître les 
hypothèses auxquelles se rapportent les conséquences énon- 
cées. Toutes ses autres propositions (au nombre de 28), 
expriment certains résultats (qui sont pour la plupart des 
relations de segments), sans qu’on y trouve aucune trace 
de l’hyporhèse ou des conditions qui donnaient lieu à ces 
relations dans l'ouvrage d'Euclide,. 

Les trois propositions décrites d’une manière complète 
sont celles sur lesquelles Simson a concentré pendant 
longtemps tous ses eforts et qui l'ont conduit, après qu’il 
fat parvenu à en pénétrer le sens, à la conception de la 
doctrine des Porismes. 

Pour ceux qui connaissent maintenant ces propositions, 
le texte de Pappus peut paraître se prêter assez aisément à 
une traduction qui permette d'y voir un énoncé exact et à 
peu près complet. Aussi tous les géomètres, quel qu'ait été 
leur sentiment ultérieur sur la doctrine des Porismes, ont- 
ils adhéré unanimement à cette partie de la divination, 
disons à cette découverte de Simson. Mais on ne peut 
méconnaitre qu'avant que le savant interprète fût parvenu 
à découvrir le sens de ces propositions, elles présentaient 
de très-grandes difficultés, puisque les plus habiles géo- 
mètres du xvi° et du xvri° siècle, comme nous l'avons dit 
ci-dessus, tels que Fermat et Halley, à qui pourtant la lan- 
gue grecque était familière, avaient échoué dans leurs ten- 
tatives (1). 

La proposition des quatre droites signifie, en langage 
moderne, que : 


(1) Simson observe avec raison que Fermat n’a pas même deviné le Porisme 
du If Livre énoncé par Pappus en termes complets : « At Fermatius ne vel 
primum primi libri enucleavit, quod unicum integrum servavit Pappus. » 
(Opera quœdam reliqua, etc., p. 318.) 


(23) 

Étant données quatre droites, dont trois tournent au- 
tour des points dans lesquels elles rencontrent la qua- 
trième, de manière que deux des points d’intersection de 
ces droites glissent sur deux droites données de position, 
le point d’intersection restant décrit une nouvelle droite. 

En d’autres termes : 87 l’on déforme un triangle en fai- 
sant tourner ses trois côtés autour de trois points fixes 
pris en ligne droite, et en faisant glisser deux de ses som- 
mets sur deux droites fixes, prises arbitrairement, le troi- 
sième sommet décrit une troisième droite. 

La proposition générale de Pappus concerne un nom- 
bre quelconque de droites, disons (n +1) droites, dont 
n peuvent tourner autour d'autant de points fixes situés 
tous sur la (n+1)*". Ces 7 droites se coupent deux 


n(r—:1) 


à deux en points, nombre triangulaire dont le 


côté est (7 — 1); et on les fait tourner autour de leurs n 
2 

points fixes, de manière que (2 — 1) quelconques de leurs 

Rp | . . . . . 

Εν 1) points d’intersection glissent sur (Π —1) droites 


fixes données : alors chacun des autres points d'intersec- 


\ 


n—1)(r —92) FRE : 
Ir) décrit une droite. 


tion (οι nombre : 

Tel est le sens de la proposition de Pappus. L'auteur 
dit que des (72—1) points d’intersection des droites 
mobiles qui sont assujettis à glisser sur des droites données, 
il ne doit pas y en avoir trois qui soient les sommets d’un 
triangle. Cela s'entend du triangle formé par trois droites 
mobiles. Et en eflet, d’après la proposition des quatre 
droites, deux seulement des trois points d’intersection de 
trois droites mobiles peuvent être assujettis à glisser sur des 
droites données, puisqu'il s'ensuit que le troisième décrit 
alors une droite déterminée, ou donnée virtuellement, et qui 
par conséquent ne peut pas être donnée de fait ou à priori. 


* 
2 
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C'est Simson qui a découvert la signification de cette 
condition qui complique l'énoncé. Et pour compléter Pin- 
tention de Pappus, il ajoute que quatre points d’intersec- 
tion ne peuvent pas appartenir à quatre droites formant un 
quadrilatère ; cinq à cinq droites formant un pentagone, etc. 


n(r—1 ΐ , : À : 
Des see) points d’intersection des » droites mobiles, 


les (2 — 1) qu’on assujettit à glisser sur autant de droites 
fixes peuvent appartenir à une même droite; c'est la pre- 
mière hypothèse de Pappus, qu'il ἃ généralisée aussitôt. 
Ces (72 — 1) points peuvent aussi être les sommets consécu- 
tifs, moins un, d’un des polygones de 72 côtés formés par 
les n droites. Dans ce cas le théorème prend cet énoncé : 

Si l’on a un polygone d’un nombre quelconque de 
côtés, et qu’on le déforme en faisant tourner tous ses côtés 
autour d'autant de points fixes pris arbitrairement en 
ligne droite, et en faisant glisser tous ses sommets moins 
un sur autant de droites données de position, le dernier 
sommet décrit lui-méme une droite déterminée de posi- 
tion; et en outre, le point d’intersection de deux côtés 
quelconques du polygone décrit aussi une ligne droite. 


Porisme complet du IT Livre d'Euclide. 


L'énoncé de Pappus exprime que : 

Si autour de deux points fixes P, Q, on fait tourner 
deux droites qui se coupent sur une droite donnée 1... et que 
l’une fasse sur une droite fixe AX donnée de position un 
segment À m compté à partir d’un point À donné sur cette 
droite : on pourra déterminer une autre droite fixe BY et 
un point fixe B sur cette droite, tels, que le segment Bw’ 
fait par la seconde droite tournante sur cette seconde 
droite fixe, à partir du point BP, soit au premier segment 
Am dans une raison donnée À. 


Nous donnerons, dans le [Ὁ Livre des Porismes, la dé- 
1 1 
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monstration de cette proposition, de celle des quatre droites 
et de la proposition générale de Pappus. 


Observation relative aux deux définitions des Porismes. 


Pappus, ainsi qu'on l’a vu ci-dessus (5 IT), donne 
deux définitions des Porismes, l’une des Anciens, et l’autre 
qui a été introduite par des géomètres modernes. Il con- 
damne celle-ci, parce qu'elle repose sur une circonstance 
accidentelle. Elle ne s'applique, en effet, comme nous le 
verrons, qu'à une classe particulière de Porismes. 

Nous reviendrons plus loin (ὃ VI, xx) sur ces deux défi- 
nitions, pour en expliquer le sens, et nous ferons voi 
qu’elles n’ont rien de contradictoire, du moins dans les 
limites que comporte la seconde. 


8 V.— Indication succincte des matières contenues dans le Traité des 
Porismes de Simson. — Définition des Porismes. — Opinion Ge 
Playfair. 


Ι. — Ouvrage de Simson. 


Simson commence son Traité De Porismatibus par les 
définitions du Théorème, du Problème, du Donné, du 
Porisme et du Lieu; définitions qu'il éclaircit par des 
exemples. Puis il fait connaître la Notice de Pappus sur les 
Porismes, dont il donne une version latine. Après cette 
Notice, viennent les propositions qui forment le Traité des 
Porismes. 

Ces propositions, au nombre de 93, comprennent les 38 
Lemmes de Pappus relatifs aux Porismes; 10 cas de la 
proposition des quatre droites ; 29 Porismes; 2 problèmes 
destinés à montrer l’usage des Porismes; et quelques pro- 
positions qui servent pour la démonstration des Lemmes et 
des Porismes. 

Des 29 Porismes, 6 (propositions 23, 34, 41, 50, 53 
et 57) sont présentés comme répondant à 6 des genres dé- 
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crits par Pappus (les 1", VIe, XV°, XXVIT, ΧΧΥΠΙ:- 
et XXIX°); et 15 (propositions 1-6, 38, 40, 47, 48, 66, 67, 
et 74 qui renferme 3 Porismes) comme se rattachant aux 
Lemmes et au texte de Pappus. Des 8 autres, 4 sont des 
Porismes de Fermat, présentés sous la forme adoptée par 
Simson, et les 4 derniers sont empruntés de Mathieu 
Stewart. 


11. — Définition des Porismes. 


Simson dit que « la définition de Pappus étant trop gé- 
nérale, 1l la remplacera par une autre. » Il ne dit pas de 
laquelle des deux définitions il veut parler. Mais nous pen- 
sons que c’est de celle des Anciens. Dans cette opinion, que 
nous justifierons plus loin, nous mettrons d’abord sous les 
yeux du lecteur cette définition telle que Simson nous pa- 
ταῖν l'entendre dans sa version du texte de Pappus : 

« Le Porisme est une proposition dans laquelle on a à 
chercher la chose proposéé (1). » 

Cette chose, que l’on a à chercher, Simson l’appelle 
donnée, comme Pappus et Euclide. 

Cela posé, voici sa propre définition du Porisme : 

« Porisma est Propositio in qua proponitur demonstrare 
» rem aliquam, vel plures datas esse, eui, vel quibus, αἰ οἱ 
» cuilibet ex rebus innumeris, non quidem datis, sed quæ 
» ad ea quæ data sunt eandem habent rationem, convenire 
» ostendendum est aflectionem quandam communem in 
» Propositione descriptam. » 

Nous dirons, en cherchant à exprimer la pensée de 
l’auteur : 


(1) « Dixerunt (Veteres), Theorema esse quo aliquid propositum est de- 
monstrandum ; Problema vero, quo aliquid propositum est construen- 
dum ; Porisma vero esse quo aliquid propositum est investigandum, » ( De Poris- 
matibus, etc., Ὁ. 347.) 
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Le Porisme est une proposition dans laquelle on de- 
mande de démontrer qu'une chose ou plusieurs sont don- 
nées, qui, ainsi que l’une quelconque d’une infinité 
d’autres choses non données, mais dont chacune est avec 
Les choses données dans une méme relation, ont une cer- 
taine propriété commune, décrite dans la proposition. 

La chose ou les choses qui sont données, c’est-à-dire qui 
sont des conséquences de l'hypothèse, peuvent être des 
grandeurs ou quantités, comme des lignes ou des nombres, 
ou bien ce peut être la position d’une ligne considérée 
comme lieu, ou bien encore la position d'un point par 
lequel passent une infinité de droites qui sont les choses 
variables, ou la position d’une courbe à laquelle sont tan- 
gentes toutes ces droites. 

Cette définition de Simson comporte naturellement une 
forme d’énoncés particulière aux Porismes et qui caracté- 
rise ces propositions. 

Cette forme technique, dont nous allons donner des 
exemples, est précisément celle des deux Porismes d'Eu- 
clide que Pappus nous a transmis complets. 


III. — Exemples de Porismes conformes à la définition précédente. 

I. Le Porisme complet cité par Pappus satisfait, dans son 
énoncé original, à la définition de Simson, puisqu'il s’agit 
de déterminer la position d’une droite et d’un point dont 
l'existence est annoncée. 

IT. Il en est de même du Porisme des quatre droites, et 
de la proposition générale de Pappus, puisque Simson 
admet que la chose à déterminer dans un Porisme peut 
ètre la position d’un leu dont la nature est connue et 
annoncée dans l’hypothèse. 

IL. Trois droites étant données de position, si de cha- 
que point de l’une on abaisse des perpendiculaires p, q, sur 
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les deux autres, ON pourra trouver une ligne a el une raison 
À telles, que la perpendiculaire p plus la ligne à sera à 
la perpendiculaire q dans la raison À. 
C'est-à-dire qu’on aura toujours 


DENT τὰς 
τι τῶν 

IV. Une droite étant donnée de position, et un cercle 
étant donné de grandeur et de position, il existe un point 
tel, que toute droite menée par ce point rencontre la droite 
et le cercle en deux points dont le produit des distances au 
point en question sera donné. 

V. Sipar deux points donnés on mène à un autre point 
deux droites telles, que leurs longueurs soient entre elles 
dans une raison donnée, ce point est situé sur une circon- 
Jérence de cercle donnée de grandeur et de position. 

En d’autres termes, le lieu d’un point dont les distances 
à deux points fixes sont entre elles dans une raison donnée, 
est une circonférence de cercle. 

Cette proposition est un leu, conséquemment un Po- 


de 


risme (1). 

VI. Deux droites parallèles étant données de position, 
et sur ces droîtes deux points À, B, si l’on mène une troi- 
sième droite qui rencontre ces deux premières en deux 
points m, τιν΄, tels, que le segment Am, plus une ligne don- 
née ἃ, soit au segment Bw’ dans une raison donnée À, 
c'est-à-dire que l’on ait —_— Le À, la droite mm’ passera 
par un point donné. 

VIT. Deux couples de points a, a! et b, θ΄ étant donnés 
sur une droite, il existe un autre point O sur cette droite et 


(1) Cette proposition se trouve parmi celles des lieux plans d’Apollonius, 
citées par Pappus. Eutocius la donne aussi comme exemple d’une proposi- 
tion de lieu dans son Commentaire sur les Coniques d’Apollonius. 
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une ligne μι. tels, que, quel que soit le point m que l'on 
prenne sur la méme droite, la somme ou la différence des 
deux rectangles ma.ma’, mb.mb’ sera toujours égale au 
rectangle p.mO (1). 

Dans chacune de ces propositions il faut trouver ce qui 
est annoncé ou proposé; ce sont donc des Porismes, con- 
formément à la définition que Pappus attribue aux An- 
ciens. 

Aïnsi nous avons pu dire que c’est cette définition que 
Simson ἃ eue en vue et qu'il a prise pour base de sa doc- 
trine des Porismes. Une autre raison suffirait encore pour 
montrer que telle a été l’intention de Simson : c’est qu'il 
approuve Pappus d’avoir censuré la définition des Moder- 
nes, comme nous le dirons dans le paragraphe suivant. 


IV. — Opinion de Playfair sur les Porismes. 


Playfair, professeur de Mathématiques à l’université 
d'Édimbourg, a traité la question des Porismes dans un 
Mémoire intitulé On the origin and investigation of 
Porisms (2), qu'on peut considérer comme faisant suite à 
l'ouvrage de Simson. Mais l’auteur s’y est proposé princi- 
palement de rechercher l’origine probable des Porismes, 
c'est-à-dire les vues qui ont pu conduire les anciens géo- 
mètres à ce genre de propositions. ΠΠ pense que, de même 


(1) Dans la géométrie moderne où l’on donne des signes aux segments, ce 
Porisme s'exprime, d'une manière générale, par l'équation 


ma.ma'— mb.mb'+ μι πιὸ = o. 


(V. Géom. sup. p. 153.) 

Cette proposition a été connue des Anciens; on la trouve dans les Lemmes 
de Pappus sur le second livre de la Section déterminée, où elle est démontrée 
dans douze Lemmes (Propositions 45 à 56) à raison des différents cas aux- 
quels donnent lieu les positions relatives des différents points de la figure. 

(2) Lu à la Société royale d'Édimbourg, le 2 avril 1792, et inséré dans les 
Transactions de cette Société. 
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que ce sont les cas d'impossibilité ou de limitation des solu- 
tions, dans les problèmes, qui ont donné lieu aux questions 
de maxima où minima, de même ce sont les cas où les 
problèmes deviennent indéterminés ou susceptibles d’un 
nombre infini de solutions, qui ont conduit à la doctrine 
des Porismes. 

D'après cette idée, et trouvant la définition des Porismes 
de Simson fort obscure, il donne celle-ci : 

Un Porisme est une proposition qui affirme la possibi- 
lité de trouver des conditions qui rendent un certain pro- 
blème indéterminé ou susceptible d’un nombre illimité de 
solutions (1). 

Il ajoute que cette théorie sur l’origine des Porismes, ou 
du moins la justesse des notions qui en dérivent, sont con- 
firmées par les propres vues de Dugald Stewart : « Ce sa- 
vant professeur, dit-il, dans un Essai sur le même sujet, lu 
devant la Philosophical Society 11 y ἃ quelques années, 
définit le Porisme : Une proposition affirmant la possibi- 
lité de trouver une ou plusieurs des conditions qui rendent 
un théorème indéterminé. ΤΠ faut entendre par théorème 
indéterminé, un théorème qui exprime une relation entre 
certaines quantités déterminées et certaines autres qui sont 
indéterminées en grandeur et en nombre. » 

Cette manière de considérer les Porismes, connue exclu- 
sivement sous le nom de Playfair, quoique, comme on voit, 
le célèbre philosophe écossais Dugald Stewart, alors pro- 
fesseur de Mathématiques (2), eu ait eu le premier l’idée, 


(1) From this account of the origin of Porisms, it follows, that a Porism 
may be defined, À proposition affirming the possibility of finding such condi- 
tions as will render a certain problem indeterminate, or capable of innumera- 
ble solutions. 

(2) Dugald Stewart, nommé d’abord suppléant, en 1772, de Matthew Ste- 
wart, son père, dans la chaire de mathématiques d’Édimbourg, réunit à cet 
enseignement, en 1778, la suppléance d'Adam Ferguson dans la chaire de 
Philosophie morale. Il lui arrivait dans le même temps de joindre bénévo- 
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a été adoptée par la plupart des géomètres qui ont adhéré à 
la divination de Simson sur la forme des énoncés des 
Porismes. Ainsi J. Leslie, dans sa Geometrical Analysis, 
dit : «Le Porisme a pour objet de démontrer qu'on peut 
trouver une ou plusieurs choses telles, qu'une certaine 
relation déterminée ait lieu entre ces choses et une infinité 
d’autres assujetties à une loi donnée. 

» La nature du Porisme consiste à affirmer la possibilité 
de trouver des conditions qui rendent un problème indé- 
terminé, c’est-à-dire susceptible d'une infinité de solu- 
tions (1). » 

Disons tout de suite ici que, malgré l’assentiment assez 
général qu'a obtenu l’idée de Playfair, elle ne nous parait 
pas fondée. 

En effet, la recherche des conditions qui rendent un pro- 
blème indéterminé conduit à certaines relations entre les 
données de la question, et il peut résulter de là un théo- 
rème : mais c'est un théorème ordinaire, c’est-à-dire dans 
l'énoncé duquel il ne reste rien d’inconnu. Ce théorème 
peut sans doute, comme lout autre, être transformé en un 
Porisme, ainsi que nous l’expliquons plus loin ($ VI, πὴ: 


lement à ces doubles fonctions l’enseignement de l’astronomie, et même de 
la langue grecque et des belles-lettres, par obligeance pour ses collègues. 
Devenu professeur titulaire de Mathématiques, en 1785, à la mort de son 
père, il ne tarda pas à échanger cette chaire contre celle de Philosophie que 
résignait Ferguson, et qui convenait mieux à ses admirables et rares talents 
de parole. Dès lors, il ne remplit plus qu’une chaire et il se livra exclusive- 
ment à l’étude des questions de philosophie, dans lesquelles il devait appor- 
ter avec tant de succès et d'éclat, les procédés de raisonnement des sciences 
mathématiques. 

(1) A Porism proposes to demonstrate that one or more things may be 
found, between which and innumerable other objects assumed after some 
given law, a certain specified relatien is to be shown to exist. 

The nature of a Porism consists in affirming the possibility of finding such 


conditions, as will render a problem indeterminate, or capable of innu- 
merable solutions. 
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mais il est à croire, il nous parait même certain, que le 
théorème s’est présenté à l'esprit du géomètre avant le 
Porisme qui n'en est qu'un corollaire ou une expression 
différente. 

En d’autres termes, la forme d’énoncé qui caractérise le 
Porisme n’est pas la conséquence immédiate ni nécessaire 
de la discussion d’un problème. 

Il semble donc que la manière de concevoir l’origine du 
Porisme proposée par Playfair n’est pas fondée. 

Assurément Euclide n’a pas eu besoin de résoudre des 
problèmes pour former ses 171 Porismes; il lui a sufh de 
prendre des théorèmes et d’en changer la forme. Ce qu'il a 
fait dans une vue tout autre que celle d'exprimer les con- 
ditions qui rendent un problème indéterminé. 

Il faut observer d’ailleurs que non-seulement la recherche 
des conditions qui rendent un problème indéterminé ne 
conduit pas immédiatement ni nécessairement à un Po- 
risme, mais qu'en outre on n’aperçoit point, en général, 
dans un Porisme le problème qui aurait donné lieu, par 
cette recherche des conditions d’indétermination, à ce 


Porisme. 
$ VI. — Réflexions sur quelques passages de Pappus. — Éclaircisse- 
ments sur la nature et l’origine des Lieux et des Porismes. — Diffé- 


rence et point de contact entre les Porismes et les Corollaires. — 
Accord des deux définitions des Porismes, sauf l'insuffisance de la 
seconde. 


I. — Différences entre le théorème local, le lieu et le problème local. — 
Origine des Lieux. 


Pappus, comme nous l’avons vu (δ III), dit que les 
Lieux sont des Porismes. Or à l'égard des Lieux il n’y a 
pas de mystère; la forme de leurs énoncés nous est parfai- 
tement connue par les nombreuses propositions des Lieux 
plans d'Apollonius que Pappus nous a transmises. 
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Les Lieux doivent donc nous offrir les moyens de véri- 
lier la définition donnée précédemment des Porismes et de 
rechercher, jusqu’à un certain point, la nature de ces pro- 
positions. Pour cela nous allons préciser les différences et 
les points de contact qui nous paraissent exister entre le 
théorème local, Le lieu et Le problème local. 

Le théorème local est une proposition qui exprime une 
propriété commune à tous les points d’une mème ligne, 
droite ou courbe, complétement définie. Exemple : 

Étant pris sur le diamètre AB d’un cercle deux points 
C, D tels, que l’on ait la relation _ == -Ξ- les distances 
de chaque point m de la circonférence à ces deux points 


CA 
sont entre elles dans le rapport constant ni 


Le lieu est une proposition dans laquelle on dit que tels 
points soumis à une même loi connue, sont sur une ligne 
(droite, circulaire ou autre) dont on énonce la nature, et 
dont il reste à trouver la grandeur et la position. Exemple: 

Deux points étant donnés, ainsi qu'une raison, le lieu 
d’un point dont les distances à ces deux points sont entre 
elles dans cette raison, est une circonférence de cercle 
donnée de grandeur et de position. 

Enfin dans le problème local ou question de lieu, on 
demande de trouver la nature, la grandeur et la position 
d'un lieu, c’est-à-dire la courbe, lieu commun d’une infinité 
de points soumis à une loi commune. Exemple : 

Deux points étant donnés, ainsi qu'une raison ἃ, quel 
est le lieu d’un point dont les distances à ces deux points 
sont entre elles dans la raison À? 

La solution, ou réponse à la question, constitue une vé- 
rité complète, c'est-à-dire un théorème, qui est ici le théo- 
rème local que nous venons de citer. 

Ces exemples suflisent pour établir la distinction précise 


2% 
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et les points de contact qui existent entre les trois propo- 
sitions qui se rapportent aux lieux : le théorème local, le 
lieu proprement dit, et le problème local. 

Le lieu est différent du théorème local et du problème 
local; mais il participe de l’un et de l’autre, puisqu'on s'y 
propose de démontrer une vérité énoncée, savoir que tel 
point soumis à une loi connue est, par exemple, sur un 
cercle, ce qui constitue un théorème, et qu'il faut en outre 
déterminer la grandeur et la position de ce cercle, ce qui 
touche au problème. 

Origine des Lieux. — Un théorème provient toujours 
de plusieurs autres propositions dont il est une déduction, 
mais avec lesquelles 1] n’a pas en général de ressemblance 
ou de connexion apparente. 

La solution d’un problème résulte, comme la connais- 
sance d’un théorème, de raisonnements formés sur plu- 
sieurs vérités connues; et cette solution constitue, au fond, 
un théorème. 

Une proposition appelée lieu résulte, en général, soit 
d’un théorème connu avec lequel ce lieu ἃ des rapports 
manifestes, soit de la solution d’un problème, solution qui, 
comme nous venons de le dire, équivaut à un théorème. 

Le lieu exprime donc la même chose que le théorème, 
mais d’une manière moins explicite et qui laisse quelque 
chose à compléter. 

Telle nous parait ètre la seule origine que nous puissions 
attribuer aux propositions qui par leur forme sont des lieux. 


11. — Différences entre les Porismes, les Théorèmes οἱ les Problèmes. — 
Comment les Lieux sont des Porismes. — Origine des Porismes. — De la 
signification qu'Euclide a voulu attribuer au terme Porisme. — Rapproche- 
ment entre les Porismes et les Corollaires. 


Pappus dit que les Porismes ne sont, quant à la forme, 
ni des théorèmes, ni des problèmes; qu'ils constituent un 
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genre intermédiaire; mais que parmi beaucoup de géomé- 
tres, les uns les regardent comme des théorèmes et d’autres 
comme des problèmes. 

On conclut de là que les Porismes devaient participer 
tout à la fois des théorèmes et des problèmes, puisque 
beaucoup de géomètres s’y méprenaient, ou du moins se 
croyaient en droit de ne pas les distinguer de ces deux sortes 
de propositions. 

Or les Porismes, entendus selon la définition de Simson, 
dont nous avons donné ci-dessus des exemples (δ V, 1r1), 
satisfont à cette condition, c’est-à-dire qu'ils ont le double 
caractère des théorèmes et des problèmes. 

En effet, les théorèmes sont des propositions où l’on doit 
démontrer une vérité connue et énoncée. 

Les problèmes sont des propositions où l’on a à découvrir 
une chose inconnue. 

Et les Porismes sont des propositions où l’on a tout à la 
fois à démontrer une vérité énoncée et à trouver la qualité 
ou la manière d'être, comme la grandeur ou la position, de 
certaines choses mentionnées dans l’énoncé de cette vérité. 

D’après cette manière de concevoir le Porisme, qui est le 
commentaire rigoureux de la définition de Simson, on peut 
dire que le Porisme participe du théorème et du problème. 
Ce qui s'accorde avec ce que rapporte Pappus des opinions 
différentes des géomètres de son temps. 

A notre sens, le Porisme se rapproche plus du théorème 
que du problème; car il faut, comme dans le théorème, 
démontrer une vérité énoncée; et quant à la chose à rou- 
ver, elle n’est pas absolument inconnue comme dans le pro- 
blème proprement dit; elle se rapporte à la vérité énoncée, 


elle en est une conséquence qui le plus souvent résulte de / 


la démonstration même, sans exiger aucune recherche. 
Comment les Lieux sont des Porismes. — Le double 
caractère du Porisme, de participer du théorème et du pro- 
de 
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blème, c’est-à-dire d’avoir ἃ démontrer et à trouver, est 
précisément aussi le caractère des Lieux, comme nous l’a- 
vons vu ci-dessus. Nous sommes done amené à conclure 
que les Lieux sont des Porismes, lors même que nous ne 
saurions pas que Pappus le dit formellement. 

Origine des Porismes. —1l y a encore sur un autre point 
une identité parfaite entre les Porismes et les Lieux : nous 
voulons parler de l’origine même des uns et des autres. En 
effet, ce que nous avons dit précédemment de l'origine des 
Lieux s'applique de soï-mème aux Porismes. Un Porisme 
est la conséquence d’un théorème ou de la solution d'un 
problème, qui elle-mème constitue un théorème. Le Po- 
risme exprime la même chose que le théorème dont il se 
déduit, mais sous une autre forme et d'une facon moins 
complète et qui laisse quelque chose à déterminer. 

L'exemple que nous avons donné d’un lieu comparé au 
théorème local auquel il se rapporte, s'applique aux Poris- 
mes de mème qu'aux Lieux. Aïnsi nous conclurons que 
l'origine d'un Porisme est un théorème proprement dit. 

La transformation des théorèmes en Porismes tendait à 
simplifier les énoncés des propositions en les débarrassant 
de certaines déterminations complémentaires qui n'étaient 
pas toujours nécessaires. On reconnaitra, je pense, dans 
cette conception la sagacité d'Euclide et sa profonde intel- 
ligence des besoins de la science, quand nous aurons dit, 
dans un des paragraphes suivants, combien ses Porismes 
touchent de près, par leur forme même, à celle de la plu- 
part des propositions de la géométrie mederne. 

De la signification qu'Euclide a voulu attribuer au 
terme Porisme. — Rapprochement entre les Porismes et 
les Cororzarmes. — Euclide exprime par le même mot 
πορισμα les corollaires des Eléments et les propositions de 
ses trois livres de Porismes. Pour les corollaires, le terme 
grec, dont la signification d’après Proclus serait ici gain, 
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acquisition (NV. ci-dessous $ VIE, vi), est bien choïsi. Mais 
pour les propositions dont il s’agit, le sens qu'il faut attri- 
buer à ce terme πορισμα ἃ toujours été une énigme; parce 
que n’ayant pas une idée précise de la nature intime des Po- 
rismes, on ignorait surtout l’origine de ces propositions. 

ΤΙ nous semble que les considérations précédentes jettent 
enfin du jour sur cette question; car elles conduisent à 
un rapprochement naturel entre les Porismes et les corol- 
laires, ces propositions si différentes au fond. 

En effet, d’une part, les corollaires sont des propositions 
qui se concluent immédiatement soit de l'énoncé d’un théo- 
rème, soit d’un passage de la démonstration de ce théorème, 
soit d’un raisonnement qui a conduit à la solution d’un pro- 
blème. Mais, en général, ces corollaires constituent des 
propositions différentes des théorèmes d’où on les conclut, 
et dont ils ne sont pas la reproduction sous une autre 
forme, comme on le voit, par exemple, dans les Éléments 
d'Euclide (1). 

D'autre part, les Porismes prennent leur origine dans des 
théorèmes déjà connus, mais dont on change la forme pour! 
en faire des Porismes; de sorte qu’on peut dire que les! 
Porismes sont des conséquences immédiates de théorèmes ; | | 


/ 


| 


qu'ils en sont une sorte de corollaires 
Telle ἃ pu être la raison qui ἃ Doté Euclide à donner / 


(1) Exemples. Euclide, après avoir démontré que la perpendiculaire menée 
du sommet de l’angle droit d’un triangle rectangle sur l’hypoténuse divisele 
liiangle en deux triangles semblables, ajoute, sous le titre de corollaire. 
» ΠῚ suit de là que dans un triangle rectangle la perpendiculaire menée de 
» langle droit sur la base est moyenne proportionnelle entre les segments 
» de la base, et que chaque côté de l’angle droit est moyen proportionnel] 
» entre la base et le segment qui lui est contigu. » (Liv. VI, prop. 8.) 

À la suite de ce problème : « Trouver le centre d’un cercle », qui forme 
la [τε proposition du Livre Il, on trouve ce corollaire : « De Ià il suit évi- 
» demment que si, dans un cercle, une corde en coupe une autre en deux 
» parties égales, en faisant avec elle deux angles droits, le centre du cercle 
» est placé sur la corde sécante. » - 
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à ce nouveau genre de propositions qu'il introduisait dans 
la Géométrie, le nom même des corollaires de ses Elé- 
ments. 

Maïs en constatant cette analogie partielle et secondaire 
entre les Porismes et les corollaires, répétons qu'il existe 
entre les deux genres de propositions une différence fonda- 
mentale. Les corollaires, qui sont, comme ledit Proclus, un 
gain trouvé en passant et dont profite le géomètre, diffè- 
rent, en général, des théorèmes qui ont procuré ce gain, et 
sont des propositions de même forme; tandis que les Po- 
rismes, sous une autre forme qui leur est propre, ne sont 
que les théorèmes qui les ont produits. Ce sont, si l’on veut, 
des corollaires, mais d’un autre ordre que les corollaires 
proprement dits. 


HT. — Explication de la seconde définition des Porismes. — Accord des 
deux définitions. — Dans quel sens il faut entendre le bläme de Pappus à 
l'égard de la seconde. — Origine de cette définition. 


Pappus, après avoir donné la définition des Porismes des 
Anciens, en fait connaître une seconde introduite plus tard. 
Il dit que des géomètres modernes, nonobstant la défini- 
tion ancienne et les propositions mêmes, donnèrent des 
Porismes, d'après une circonstance particulière, cette défi- 
nition : Ce qui constitue le Porisme est ce qui manque à 
l'hypothèse d'un théorème local; en autres termes : le 
Porisme est inférieur, par l'hypothèse, au théorème local. 
Cette brève définition, à laquelle Pappus n’ajoute aucun 
développement, paraît signifier que : Quand quelques par- 
ties d’une proposition locale n’ont pas dans l'énoncé de la 
proposition la détermination, de grandeur ou de position, 
qui leur est propre et qui se trouverait dans l'énoncé d’un 
théorème local proprement dit, cette proposition n'est pas 
regardée comme un théorème et devient un Porisme. 
Prenons pour exemple ce théorème local déjà cité : 
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Un pornt C étant donné sur le diamètre AB d’un cercle, 
LCR DA 

si l’on prend un second point D tel, que l'on ait — — — ; 
F ! "ἢ CB ΡΒ 

les distances de chaque point de la circonférence à ces 


ι CA 
deux points seront entre elles dans le rapport Da 


£ 


Que l’on n'indique pas la position du point D, ni Îa 
valeur du rappori des distances de chaque point de la cir- 
conférence aux deux points C et D, on pourra encore ex- 
primer la même proposition, mais sous un énoncé très- 
différent qui en change le caractère, savoir : 

Un point C étant donné sur Le diamètre AB d’un cercle, 
on pourra trouver un second point D et une raison À tels, 
que le rapport des distances de chaque point de la circon- 
Jérence au point C et à ce point D sera égal à ἰὼ raison À. 

C’est là un Porisme conforme à la définition des Anciens, 
puisqu'il faut trouver ce quiest annoncé comme conséquence 
de l'hypothèse, savoir la position du point D et la valeur de 
la raison À. 

Ce Porisme difière du théorème local en ce que ces 
deux choses qu'il faut trouver sont déterminées de position 
et de grandeur dans le théorème. 

ΤΊ satisfait donc à la seconde définition des Porismes. De 
sorte que les deux définitions n’ont rien de contradictoire. 

Cependant Pappus semble dire que « les géomètres mo- 
dernes qui ont introduit dans la géométrie leur définition 
auraient dù être arrêtés par la définition ancienne et par les 
propositions mêmes. » 

On est induit à conclure de ces paroles que la définition 
moderne impliquait quelque idée ou quelque condition que 
ne comportait pas la première. Et, en effet, Pappus ajoute 
que « cette définition est fondée sur une circonstance acci- 
dentelle »; ce qui signifie qu'elle ne s'applique qu’à une 
classe de Porismes. 
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On reconnaît sans difficulté cette circonstance : c'est que 
la définition implique l’idée ou la condition d'une proposi- 
tion locale; de sorte qu’elle ne s'applique qu'aux Porismes 
qui se rapportent à de telles propositions, comme les Poris- 
mes 1, IE, II, IV, V précédents ($ V), et qu’elle exclut con- 
séquemment un grand nombre d’autres Porismes, comme 
les VI° et VII:. 

C’est ainsi que Simson a entendu le blâme de Pappus et le 
défaut dela définition des Modernes; blâme qu’il approuve(i). 

Les deux définitions des Anciens et des Modernes ne 
sont donc point contradictoires, à part le défaut de généra- 
lité de la seconde. 

Cet accord devait se présumer. Car Pappus ne dit pas que 
Ja nouvelle définition füt la base d’une nouvelle sorte ou 
d’un nouveau genre de Porismes, loin de là : il dit formelle- 
ment, au commencement de sa Notice, qu’on n'a pas ajouté 
de Porismes nouveaux à ceux d’'Euclide. La définition des 
Modernes 56. rapportait done à une classe des Porismes 
d’'Euclide, et, dans cette limite, ne pouvait avoir rien 
d’inexact et devait s'accorder avec l’ancienne. 

Une raison bien simple ἃ pu donner lieu à la nouvelle 
définition. Quelques géomètres, voulant traiter succincte- 
ment, soit dans leurs lecons, soit dans leurs livres, de la 
doctrine des Porismes, auront fait un choix de propositions 
appropriées à leur enseignement et les auront prises dans 
l’ouvrage d'Euclide parmi celles qui se rapportaient aux 
lieux, parce que les lieux plans (lieux à la droite et au 
cercle) formaient les premières matières cultivées à la suite 
des Éléments proprement dits. Dès lors ces géomètres ont 


(1) Ex his exemplis manifestum est multa esse Porismata quæ a Theore- 
mate Locali hypothesi deficiunt, alia autem quæ ex Locis nullatenus pen- 
dent. Merito igitur juniores Pappus reprehendit, quod Porisma ex accidente 
definiverunt, ex quadam se, re quæ quibusdam quidem non omnibus Poris- 
matibus inest. » (Opera quædam, etc., p. 344.) 


ue 
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du approprier la définition des Porismes d'une manière 
précise mais restreinte, à cette classe particulière de Po- 
rismes qui se rapportent aux Lieux, sans être nécessaire- 
ment eux-mêmes des Lieux. Telle nous parait être l’origine 
de cette définition dont Pappus a fait mention pour en si- 
gnaler l'insuffisance. 


$ VII. — Analogie entre les Porismes et les Données d'Euclide. — 
Identité d’origine de ces deux classes de Propositions. — Traité des 
Connues géométriques du géomètre arabe Hassan ben Haithem. — 
Notice de Proclus sur les Porismes. — Passages de Diophante. 


1. — Analogie entre les Porismes et les Données. 


Il existe entre les Porismes et les Données une analogie 
profonde, à laquelle il ne parait pas que l’on ait fait atten- 
tion, et dont cependant il nous semble qu'il faut se pénétrer 
pour entendre dans son sens primordial et le plus intime la 
doctrine des Porismes. 

Nous trouvons cette analogie sous toutes les faces que 
présente la question. Elle existe non-seulement dans la 
pensée d’où dérivent les deux classes de propositions, 
mais aussi dans leur but commun, dans les définitions 
qui leur sont propres et dans la forme même de leurs 
énoncés (1). Quelques éclaircissements vont nous en con- 
vaincre. 

Les Données sont des propositions dans lesquelles une 
ou plusieurs des choses dont il est question n’ont pas, dans 


(1) I m'a paru, depuis longtemps, que c'était là le véritable point de vue 
sous lequel il fallait considérer les Porismes. Cette opinion se trouve dans 
l’Apercu historique, en ces termes : « La conception des Porismes nous pa- 
» raît dériver de celle des Données : telle a été, selon nous, son origine dans 
» l'esprit d’Euclide. — Les Porismes étaient, par rapport aux propositions 
» locales, ce que les Données étaient par rapport aux simples théorèmes des 
» Éléments. De sorte que les Porismes formaient avec les Données un com- 
» plément des Éléments de Géométrie, propre à faciliter les usages de ces 
» Éléments pour la résolution des problèmes. » (Apercu, etc., p. 275.) 
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l’énoncé de la proposition, la détermination, de grandeur 
ou de position, qui leur est propre en vertu de l'hypothèse, 
détermination qui se trouverait dans lénoncé d’un théo- 
rème proprement dit. 

La proposition consiste à affirmer que cette détermina- 
tion est comprise implicitement dans l’hypothèse, qu’elle 
en est une conséquence nécessaire et qu'on peut l’eflectuer. 
C'est ce qu'Euclide exprime en disant que la chose annon- 
cée est donnée ; il faut entendre est donnée virtuellement, 
c'est-à-dire est comprise implicitement dans l'hypothèse et 
peut s’en déduire. 

Par exemple, prenons la proposition 6 du livre des Don- 
nées, que nous exprimerons ainsi en langage moderne : 

St deux grandeurs ἃ et Ὁ ont entre elles une raison 
donnée ἃ, la grandeur composée des deux aura avec cha- 
cune d'elles une raison donnée. 

Si Euclideeüt voulu fairede cette proposition un théorème 
proprement dit, il aurait indiqué dans l’énoncé la valeur de 
la raison de la somme (4 + δ) à chacune des deux grandeurs 


GR SET; a 


Ξ λ-ει 
a et b, SAVOIT : τας pour > et (À + 1) pour 


b 

D’après ces remarques, on peut dire que les proposi- 
tions appelées Données par Euclide étaient des théorèmes 
non complets, en ce qu'il y manquait la détermination, en 
grandeur ou en position, de certaines choses annoncées 
comme conséquence de l'hypothèse. 

Ce caractère spécial des Données est accusé par la forme 
mème de leurs énoncés qui se terminent toujours, comme 
dans l'exemple ci-dessus, par cette aflirmation, que telle 
chose est donnée. 

Les Porismes peuvent aussi être considérés comme des 
théorèmes non complets. Car la détermination des choses 
qu'on demande de trouver complétera le théorème, c’est-à- 
dire qu'on obtiendra une proposition dans laquelle toutes 
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choses auront la détermination, de grandeur et de position, 
qui leur appartient. 

Les Porismes ont encore avec les Données une autre 
analogie manifeste. C’est la forme de leurs énoncés, où il est 
toujours dit que telles choses sont données de grandeur ou 
de position. 

Cette forme se trouve dans les Lieux plans d’'Apollo- 
nius dont Pappus nous a conservé les énoncés et qui sont 
des Porismes, comme il le dit expressément : elle se trouve 
dans le Porisme complet, énoncé le premier de ceux qui se 
rapportent au 1° livre d'Euclide, lequel n’est pas un lieu, 
et semble présenter, à beaucoup d’égards, le type général 
des Porismes. On reconnait la même forme technique dans 
tous les autres énoncés de Porismes donnés par Pappus, 
bien que ces énoncés concis n’expriment que Îles consé- 
quences d’hypothèses sous-entendues (1). 

Ainsi il ne peut exister aucun doute sur l'identité 
de contexture des énoncés tant des Porismes que des 
Données. 

Enfin la définition ancienne des Porismes convieni 
aux Données, puisque dans celles-ci, comme dans les Po- 
rismes, l'objet de la proposition est Ge trouver ce qui est 
annonce. 

Ces considérations concourent toutes à nous autoriser à 
regarder les Porismes comme dérivant, dans l'esprit d'Eu- 
clide, de la conception mème des Données. 

Ce genre de théorèmes non complets, comme nous l’a- 
vons dit, n’est appliqué dans le livre des Données qu'aux 
théorèmes ordinaires tels que ceux des Éléments. Euclide ἃ 
voulu l’étendre, dans les Porismes, aux propositions /oca - 
les, et plus généralement aux propositions où l’on considère 


(1) On trouve les mêmes formes d’énonecés dans des propositions de 
nombres appelées Porismes par Diophante, comme nous le dirons plus loin 
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des choses variables suivant une mème loi, comme, par 
exemple, des droites qui passent par un même point, ou qui 
enveloppent un cercle ou une autre courbe. 


IL. — Traité des Connues géométriques d'Hassan ben Haïthem. 


Les mathématiques arabes nous offrent à ce sujet un do- 
cument d’un grand intérêt, qui prouve qu’en eflet à une cer- 
iaine époque on a considéré les Données, les Lieux et les 
Porismes comme formant un mème genre de propositions 
qu'on pouvait réunir sous un même titre. Du moins, il 
existe un ouvrage arabe intitulé : 7'raité des Connues géo- 
métriques, qui est un recueil de propositions ayant toutes 
la mème forme d’énoncés, et qui sont des Données propre- 
ment dites, des Lieux ou des Porismes. Seulement le terme 
donné, employé par les Grecs dans ces trois genres de pro- 
positions, est remplacé dans cet ouvrage par celui de connu. 

Aïnsi, l'on y lit que telle droite est connue de grandeur 
et de position; que tel point (variable) est sur un cercle connu 
de grandeur et de position ; que le rapport de telle droite 
(variable) à telle autre, ou de tel rectangle (variable) à tel 
carré, esL un rapport connu, elC.; propositions qui manifes- 
tement sont ou des données comme celles d’Euclide, ou des 
lieux comme ceux d’Apollonius, ou des Porismes comme 
ceux d'Euclide d’après le sens que nous avons attribué à la 
Notice de Pappus, conformément au sentiment de Sim- 
son (1). 

Le titre unique de Connues géométriques appliqué par 
l’auteur à ces trois classes de propositions que les Grecs 
distinguaient sous les trois noms diflérents de Données, 
Lieux et Porismes, prouve qu'il les considérait toutes trois 


(1) Nous donnons plus loin les énoncés mêmes de quatre propositions du 
Livre des Connues géométriques, dans lesquelles nous reconnaissons des Po- 


rismes. 
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comme étant du mème genre ou dérivant d’une même 
idée (1). 

Cet ouvrage arabe, dont on doit la connaissance et la tra- 
duction au savant orientaliste M, L. A. Sédillot, est du géo- 
mètre et astronome Hassan ben Haïthem, qui florissait vers 
l'an 1009 et mourut au Caire en 1038 (2). 


III. — Définition des Porismes tirée de Proclus. 


Deux autres faits qui ont de l’analogie avec celui que 
vient de nous offrir le 7 raité des Connues géométriques, ei 
que nous puisons chez les Grecs mêmes, dans Diophante 
et dans Proclus, contribueront encore à corroborer notre 
sentiment sur l’origine des Porismes et leur analogie avec 
les Données. 

Citons d’abord Proclus, dont le texte que nous avons à 
invoquer est bien connu, mais ἃ toujours paru fort obscur 
et n'a pas été entendu dans le sens que nous devons lui 
donner. 

Il s’agit de la Notice sur les Porismes d’Euclide, que le 
célèbre philosophe platonicien a insérée dans son commen- 
taire sur le 1° Livre des Éléments. 11 dit que ces Porismes 
sont un genre de propositions où il y a quelque chose à trou- 
ver, οἱ qui n'ont pas pour objet, cependant, ni une simple 
construction, ni une simple démonstration. 


(1) 1l est permis d'espérer que si enfin l’on explorait les manuscrits ara- 
bes qui existent encore en grand nombre dans plusieurs grands dépôts, 
notamment dans la bibliothèque de l’Escurial, on trouverait dans d’autres 
ouvrages, comme dans celui de Hassan ben Haithem, des traces de la doc- 
trine des Porismes qui seraient d’un véritable intérêt. On ne doutera pas, 
en eflet, que les manuscrits sur lesquels Casiri a donné des notices précieuses 
dans son grand ouvrage ( Bibliotheca arabico-hispana Escurialensis) ne puis- 
sent contenir souvent plusieurs autres pièces confondues sans titres distincts, 
et que ce savant auteur n’a pas décrites. 

(2) V. Nouveau journal asiatique; mai 1834. Et Matériaux pour servir à 
l’histoire comparée des sciences mathématiques chez les Grecs et les Orien- 
taux. Paris, 1845, t. 1er, p. 358-/00. 
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Il revient plus loin sur la même idée en ajoutant que les 
Porismes tiennent, en quelque sorte, le milieu entre les 
problèmes et les théorèmes ; qu’en effet il ne s’agit pas, dans 
ces propositions, de choses que l’on ait à construire ou à 
considérer théoriquement, mais de choses qu'il faut prendre 
et montrer aux yeux; c'est-à-dire dont il faut déterminer 
la manière d’être, telle que la position ou la grandeur. 

On peut reconnaître, nonobstant la concision et l’obscu- 
rité de cette sorte de définition, qu'elle concorde avec celle 
des Anciens rapportée par Pappus et entendue dans le sens 
bien défini que nous lui avons donné. Cet accord forme 
déjà une présomption favorable à notre système sur la doc- 
trine des Porismes. 

Mais ce qui nous parait surtout offrir de l'intérèt ici, 
c’est que Proclus cite, comme exemples de Porismes, deux 
propositions sous forme de problèmes, lesquelles ne sont 
que de simples données, car les voici : Un cercle étant 
donné, trouver son centre. Deux grandeurs commensu- 
rables étant données, trouver leur plus grande commune 
mesure. 

Il est évident que dans chacune de ces questions, la chose 
demandée est une conséquence implicite de hypothèse; 
ce qui est le caractère des Données. Or il n'y ἃ rien de va- 
riable dans ces propositions ; elles sont donc de celles qui ap- 
partiennent à la classe des Données proprement dites. Ainsi 
quand Proclus les cite comme exemples des Porismes d'Eu- 
clide, on doit nécessairement en conclure qu’il a considéré 
ces Porismes comme des propositions du même genre que 
les Données, de même que l’a fait, 500 à 600 ans plus tard, 
le géomètre arabe Hassan ben Haïthem. 

C’est surtout le rapprochement entre ces deux faits qui 
nous ἃ mis sur la voie de l’explication qui nous semble 
maintenant si naturelle, du passage de Proclus dont l’inter- 
prétation avait toujours paru fort diflicile, 
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IV. — Porismes cités par Diophante. 


Diophante ne parle pas expressément des Porismes, 
comme Procius, et n’a pas à les définir. Mais il cite dans ses 
Questions arithmétiques, sous le titre de Porismes, des 
propositions extraites d’un ouvrage, apparemment d'un 
Recueil de Porismes, qui ne nous est pas parvenu. 

Ces propositions, auxquelles je croïs que l’on n'avait 
jamais fait attention, du moins à titre de Porismes dans le 
sens d'Euclide, avant que nous les eussions signalées dans 
V’Apercu historique, se rapportent aux propriétés des 
nombres; et ce qui a de l'intérêt ici, c’est que, sous le nom 
de Porismes, elles ont dans leurs énoncés la forme des 
Données, la même que nous attribuons aux Porismes. 

Faisons remarquer d’abord, d'une manière générale, 
qu'effectivement la plupart des propositions de la théorie 
des nombres peuvent être considérées comme des Données. 
Car elles expriment que telle foncüon de tels nombres, ou 
telle relation entre tels nombres, donne lieu à telle autre 
relation; en d’autres termes, que telle relation est une 
conséquence implicite de telle autre. 

Par exemple l'identité 


(a+ δ᾽) (a +6) = (aa ΞῈ 66) - (a6 ba)’; 


si on l’énonce textuellement, sera un théorème propre- 
ment dit, ou théorème complet. Mais si, sans préciser la 
composition des deux carrés qui forment le second mem- 
bre, on dit simplement que : Le produit de la somme de 
deux carrés par la somme de deux autres carrés s'ex- 
prime de deux manières par la somme de deux carrés, cet 
énoncé aura une certaine analogie avec ceux des Données. 

Il en est de même des propositions suivantes : 

Le produit de deux nombres donnés s'exprime par la 
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différence des carrés de deux autres nombres, divisée par 4. 

Tout nombre premier de la forme 4n + 1 s'exprime par 
la somme de deux carrés. 

Le produit de la somme de quatre carrés par la somme 
de quatre autres carrés s'exprime par la somme de quatre 
carrés. 

Etc., etc. 

Toutes ces propositions sont des théorèmes non com- 
plets, dans le sens que nous entendons, de même que les 
Données et les Porismes. 

Revenons aux Porismes cités par Diophante. [15:56 trou- 
vent dans les Questions IL, V et XIX du V° Livre. 

On lit dans la Question HE : « Puisqu'on a dans les 
» Porismes : δὲ deux nombres sont tels, que chacun d’eux 
» augmenté d’un méme nombre donné soit un carré et 
» que leur produit augmenté du méme nombre soit aussi 
» un carré, ces nombres proviennent de deux carrés 
» consécutifs. » 

C'est-à-dire que G étant un nombre donné, si deux autres 
nombres A, B, sont tels, qu'on ait 


À + G= carré, 
B + ἃ = carré, 
AB + ἃ = carré, 


les deux nombres A, B proviennent de deux carrés consé- 
cutifs. 

En effet, prenant arbitrairement un nombre a tel, que αὖ 
soit >> G, 1] sufhit de prendre ensuite Aa —G et 
B— (a +1} — G. Car il en résulte 


A+G=a, B+G=(a+i), 
AB+G—={a(a+i) —G}. 


Tel est le sens que comporte l'énoncé de Diophante, qui 
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de nos jours peut paraitre quelque peu obscur, puisqu'il n'y 
est pas dit comment les nombres proviennent ou sont formés 
de deux carrés consécutifs. 

Si cet énoncé ne présente pas au premier aspect une ana- 
logie suffisante avec les Données, on voit aussitôt que la 
proposition, tout en restant la même, recoit le caractère 
d’une Donnée ou d’un Porisme, en admettant l’énoncé sui- 
vant: Deux carrés consécutifs étant donnés, ainsi qu'un 
nombre, on peut trouver deux autres nombres tels, que 
chacun d'eux et leur produit, augmentés du nombre 
donné, soient des carrés. 

Dans la Question V, Diophante dit : « On ἃ encore dans 
» les Porismes : Étant donnés deux nombres carrés con- 
» sécutifs, on peut trouver un troisième nombre égal au 
» double de la somme de ces deux premiers plus 2, tel, 
» que le produit de deux de cesnombres augmenté, soit de 
» la somme des deux mémes, soit du troisième nombre, 
» fasse un carré. » 

C'est-à-dire que si À et B sont deux carrés consécutifs et 
qu’on forme le nombre C = 2 (A + B) + 2, chacun des six 
autres nombres 


[AB+(A+B)], [AB+C\], 
[AC+(A+C)], [AC+B], 
[BC+(B+C)], [BC+A), 


sera un carré. 

Cet énoncé constitue un théorème 707 complet, puis- 
qu'on n’y donne pas la forme des six carrés dont on annonce 
l'existence. 

Cette proposition a donc de l’analogie avec les Données 
et les Porismes, comme les précédentes. 

Ilen est de mème encore de la proposition suivante, qu’on 


trouve dans la Question XIX : « Nous avons dans les Po- 
f 
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» rismes : La différence de deux cubes est égale à la 
» somme de deux autres cubes. » 
Ces propositions ne sont pas les seules de leur genre que 
renferme l'ouvrage de Diophante; on en trouve de sembla- 
es dans diverses autres Questions, sans que l'auteur an- 
nonce qu'elles soient prises du Recueil des Porismes. 
Par exemple : 
Le produit des carrés de deux nombres consécutifs, 
plus la somme de ces deux carrés, fait un nombre carré » 
(Question XVII du Livre II). C'est le premier cas de 1x 
proposition citée comme Porisme dans la Question V. 
Si un nombre est le quadruple moins 1 d'un autre, 
» celui-ci, plus le produit des deux nombres, fait un carré 
» (Question XX du mème Livre). 
Le carré de la différence de deux nombres, plus le qua- 
» druple de leur produit, est un carré (Question XX du 
» Livre IV). 
Tout nombre triangulaire multiplié par 8 et augmenté 
» de l’unité fait un carré (Question XLIV du mème Livre). 
Deux nombres dont l’un est double de l’auire étant 
» donnés, le double de leur produit est un carré, et ce dou- 
» ble produit moins la différence des carrés des deux nom- 
» bres forme aussi un carré (Question XII du LivreVI). » 
Ainsi, nous pouvons dire qu'il existait au temps de Dio- 
phante, outre ses célèbres Questions arithmétiques, dont 
il ne nons reste que six livres sur douze, un autre ouvrage 
sur le même sujet, recueil de propositions sur la théorie 
des nombres, que Diophante appelle Porismes; que ces 
propositions étaient des théorèmes non complets, dans 
lesquels il restait à trouver l'expression ou la valeur des 
choses annoncées, comme dans les Données; que, puisque 
Diophante les appelle Porismes, on est induit à penser 
que, sans ètre les mèmes que les Porismes géométriques 
d'Euclide, ils appartenaient au même genre de proposi- 
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tions, ayant les uns et les autres le même caractère pro- 
pre; que les Porismes d'Euclide étaient donc aussi des 
théorèmes non complets et semblables dans leur forme aux 
Données, ainsi que nous pensons lavoir déjà prouvé par 
d’autres considérations. 

En résumé, les passages de Diophante nous paraissent 
fournir un nouvel argument en faveur de noire système sur 
la doctrine des Porismes (1). 


V. — Propositions du Traité des Connues géométriques de Hassan ben Haïthem 
conformes aux Porismes. 


Proposition XVIII. Lorsque deux cercles connus de 
grandeur et de position sont tangents, et que l’un est 
dans l’intérieur de l'autre, si l’on mène une droite qui 
coupe les deux cercles d'une manière quelconque, le pro- 
duit des segments faits par un point du petit cercle sur la 
partie de cette droite comprise dans le grand cercle est au 
carré de la droite menée du point du petit cercle au point 
de tangence des deux cercles, dans un rapport connu. 

Proposition XIX. Lorsque deux cercles connus sont 
tangents et que l'un est dans l'intérieur de l'autre, si l’on 
mène au petit cercle une tangente dont l'extrémité (autre 
que le point de tangence) soit à la circonférence du 
grand cercle, et qu'on joigne par une ligne droite cette 
extrémité au point de tangence des deux cercles, le rap- 


(1) On sait que les Arabes ont travaillé sur l'analyse indéterminée d’après 
Diophante, dont ils ont traduit et commenté les Questions arithmétiques. 
On doit croire qu’ils ont aussi connu le Recueil de Porismes, qu'il fût de 
Diophante lui-mème ou d’un autre auteur grec. Il est dance permis de penser 
qu'on pourra retrouver un jour quelques traces de cet ouvrage. Nous serions 
heureux que l'espoir d’une découverte aussi précieuse, aussi importante 
pour l’histoire des mathématiques, püût faire entreprendre quelques recher- 
ches dans les manuserits arabes, recherches qui, du reste, conduiraient in- 
failliblement à beaucoup d’autres découvertes. 

4. 
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port de cette dernière ligne à la tangente est un rapport 
connu. | 

Proposition XXI. Lorsque deux cercles connus sont 
tangents et que l’un des deux est dans l'intérieur de l'au- 
tre, si l’on mène du point de tangence le diamètre com- 
mun aux deux cercles, et que par le point où ce diamètre 
coupe le petit on mène une droite qui coupe le petit cercle 
en un second point, cette droite (terminée au grand cercle) 
sera divisée, en ce point, en deux parties telles, que le 
produit de ces deux parties plus un carré (connu) sera au 
carré de la partie comprise dans le petit cercle, dans un 
rapport connu. 

Proposition XXII. Lorsque dans un cercle connu de 
grandeur et de position on mène un diamètre connu de 
position et que sur ce diamètre on prend deux points éga- 
lement éloignés du centre, si de ces points on mène deux 
lignes qui se rencontrent en un point de la circonférence 
du cercle, la somme des carrés de ces deux lignes sera 
connue. 


VI. — Passages de Proclus relatifs aux Porismes. 
Extrait du Commentaire relatif à la [re Proposition des Éléments d’Euclide. 


« Porisme se dit de certains problèmes comme les Po- 
» rismes d'Euclide. Mais il se dit plus particulièrement , 
» lorsque, des choses qui viennent d’être démontrees, surgit 
» quelque théorème que nous n'avions point eu en vue, et 
» que pour cela on a appelé Porisme, comme une sorte de 
» gain qui s'ajoute à ce que l'on s'était proposé de démon- 
» tirer. » 


Extrait du Commentaire relatif à la Proposition XV d'Euclide. 


» Porisme est un des termes de la géométrie : mais il a 
» deux significations. Car on appelle Porismes les théorè- 
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mes qui résultent de la démonstration d'autres théorèmes 
comme un gain inattendu et dont profite le géomètre : et 
on appelle aussi Porismes des propositions qui n'ont pas 
pour objet ni une simple construction, ni une simple 
démonstration, mais où il faut trouver quelque chose. 
» Qu'on démontre que dans les triangles isocèles les 
angles à la base sont égaux, on acquerra la connaissance 
de ce qui est. 
» Qu'on divise un angle en deux parues égales, ou qu'on 
construise un triangle, ou qu’on ajoute ou retranche une 
ligne, tout cela demande une construction. 
» Mais qu'il s'agisse de trouver le centre d'un cercle 
donné, ou la plus grande mesure commune à deux gran- 
deurs commensurables données, toutes les questions de 
ce genre liennent en quelque sorte le milieu entre les 
Problèmes et les Théorèmes. En effet, il ne s'agit pas 
là de la construction, ni de la considération purement 
théorique de choses cherchées, mais de leur acquisition : 
car 1] faut les présenter à la vue, les mettre sous les 
yeux. Tels sont les Porismes composés par Euclide et 
qu'il a réunis dans ses Livres de Porismes. Mais nous ne 
dirons rien ici des Porismes de cette espèce. 
» Quant aux Porismes qui se trouvent dans les Éléments 
d'Euclide, ils se présentent comme conséquences des 
démonstrations d’autres théorèmes, quoiqu'ils n’aient pas 


_été le sujet de ces démonstrations...» 


Ce qui suit se rapporte aux corollaires des Éléments 


d'Euclide. 


δ VII. — Nouvelle définition des Porismes. — Identité de ces propo- 


sitions, quant à leur forme, avec la plupart des propositions de la 
Géométrie moderne. 


D'après ce qui précède (Ὁ VIT, 1), les Porismes sont des 
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Données qui se rapportent à des propositions où l’on con- 
sidère une infinité de choses variables suivant une certaine 
loi, comme dans les propositions locales. 

Mais les Données, n'étant plus en usage sous leur pro- 
pre nom, demanderaient elles-mêmes une définition. Il 
sera donc plus simple et plus conforme à l'essence des 
choses de définir directement les Porismes, d’après leur 
caractère propre et abstraction faite de l’idée primitive de 
Donnée. 

Nous reportant au sens bien défini que nous avons attri- 
bué à l'expression de théorème non complet, nous dirons 
que : 

Les Porismes sont des théorèmes non complets, expri- 
mant certaines relations entre des choses variables sui- 
vant une loi commune; relations indiquées dans l’énoncé 
du Porisme, mais qu'il faut compléter par la détermi- 
nation, de grandeur ou de position, de certaines choses qui 
sont la conséquence de l'hypothèse, et qui seraient déter- 
minées dans l’énoncé d’un théorème proprement dit ou 
théorème complet. 

S'il ne fallait pas introduire dans la définition des Po- 
rismes, pour les distinguer des Données, la condition d’une 
infinité de choses variables, comme dans les Lieux, on 
pourrait dire simplement que : Le Porisme est une proposi- 
tion dans laquelle on énonce une vérité, en affirmant qu’on 
peut toujours trouver certaines choses qui la complètent. 


On ne peut manquer de remarquer que cette forme de 
théorèmes non complets tend à devenir le caractère le plus 
général des propositions dans beaucoup de parties des Ma- 
thématiques actuelles; qu'il y a donc à cet égard une ana- 
logie incontestable, qu’on était loin de soupçonner, entre 
les Porismes d'Euclide et la plupart de nos propositions 
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modernes. Quelques exemples vont mettre cette analogie 
en parfaite évidence. 

Soit cette proposition : (δὲ l’on prend sur le diamètre 
d'un cercle deux points qui divisent ce diamètre harmoni- 
quement, le rapport des distances de chaque point de la 
circonférence à ces deux points sera constant. 

Que l’on dise que ce rapport est donné, ce qui ici signi- 
fiera la même chose que constant, on énoncera un Porisme 
dans le style même d'Euclide. 

Pour que la proposition füt un théorème proprement \ 
dit, comme ceux que l’on trouve dans les Eléments d'Eu- 
clide, dans les Coniques d’Apoilonius et dans les ouvrages 
d’Archimède, il faudrait faire connaitre dans l'énoncé 
mème la valeur de ce rapport constant et dire qu'il est 
égal au rapport des distances des deux points à l’une des 
extrémités du diamètre sur lequel ces points sont situés (1). 

Dans un cercle, l'angle sous lequel on voit, du centre, 
la partie de chaque tangente comprise entre deux tan- 
gentes fixes, est constant. 

Qu'on dise est donné, ce sera un Porisme. 

Mais que l’on dise que cet angle est égal à celui que le 
rayon mené au point de contact d’une des deux tangentes 
fixes fait avec la droite menée du centre au point de reu- 
contre de ces deux tangentes, on énoncera un théorème 
proprement dit ou complet. 

Dans l'hyperbole le produit des segments qu'une tan- 
gente fait sur les asy mptotes est constant. 

Qu'on dise est donné, on reconnaitra aussitôt un Po- 
risme. Mais que l’on dise que ce produit est égal à la somme 
des carrés des deux demi-axes de la courbe, on énoncera 
un ‘hécrème. 

La Géométrie moderne offre une foule d'exemples sem- 


(1) V. Géométrie de Legendre ; Liv. HI, prop. XXXIV. 
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blables de théorèmes non complets, qui sont de véritables 
Porismes selon la conception d’Euclide, sinon en apparence 
à cause des différences de style, du moins par la nature 
même de la proposition où l’on a à démontrer l'existence 
d'une chose annoncée, et à trouver (sans invention) /a 
manière d'étre, telle que la grandeur ou la position, de 
cette chose (1). 

Ce qui précède nous parait donner une idée bien nette 
de la doctrine des Porismes, et le véritable mot de cette 
énigme qui depuis si longtemps occupe les géomètres. 

Nous y trouvons aussi l'explication d’un point assez em- 
barrassant de l’histoire des Mathématiques : cet ouvrage 
qui, selon Pappus, renfermait une foule d’apercus féconds, 
utiles et presque nécessaires pour la culture de la Géomé- 
trie, aurait disparu sans que rien en eût remplacé les théo- 
ries dans la science, de sorte que de nos jours 1] y serait 
absolument étranger. 

Bien loin de là : l'ouvrage d’Euclide n’est nullement 
étranger à nos Mathématiques. Au contraire 1] semble 
qu'elles en aient reçu l'influence, je ne dis pas quant à 
Jeur origine, le livre était perdu, mais quant à leur forme 
actuelle; et en réalité nous faisons journellement des Po- 
rismes, à notre insu. 

Cette forme de nos propositions, que nous pouvons dire 
non complètes, eu égard aux théorèmes des Anciens, et 
qui se trouvent ainsi débarrassées de déterminations par- 
fois compliquées et sans utilité, nous paraît être un progrès 
réel : car la science y trouve un degré de simplicité et d’abs- 
traction qui facilite le raisonnement et la combinaison des 
vérités mathématiques entre elles. 


ΠῚ. 


En constatant la distinction qu'Euclide avait établie entre 


11) Voir la note de Ja p. 15 ci-dessus. 
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les théorèmes proprement dits ou théorèmes complets d'une 
part, et les Données et les Porismes, d'autre part, nous 
n’entendons pas dire que dans une composition mathémati- 
que on aittoujours dû donner à chaque proposition le nom 
spécial qui lui était propre à ce point de vue. Nous croyons 
qu’au temps de Pappus les géomètres et Pappus lui-même 
négligeaient cette distinction de noms. 

En effet, d’abord il est à remarquer que Pappus donne 
le nom commun de rHéorÈMEs aux Données, aux Porismes 
et aux Lieux, dans ses Notices sur ces trois classes de pro- 
positions; car il dit que le livre des Données content 
90 TRÉORÈMES, les trois livres de Porismes 171, et les deux 
livres des Lieux plans d’Apollonius 147. 

Secondement, on ne trouve dans le recueil étendu des 
Collections mathématiques aucune proposition sous le titre 
de Porisme, et je crois même aucune sous celui de Donnée, 
quoique plusieurs propositions aient pu être regardées les 
unes comme des Porismes, les autres comme des Données. 

Ainsi dans le livre IV, la proposition VIT ainsi énoncée : 
St les quatre côtés d’un quadrilatère A BCD sont donnés, 
et si l'angle B est droit, la diagonale BD est vonnér, est 
incontestablement une proposition appartenant à la classe 
des Données. Il en est de mème des deux propositions VIII 
et IX du même livre. 

Dans le livre VII, la proposition CCXX VIIT (qui est un 
des lemmes relatifs aux septième et huitième livres des 
Coniques d’Apollonius) appartient aussi à la classe des 
Données; car elle porte que : Quand la somme des carrés 
de deux lignes et la différence des mémes carrés sont 
données, les deux lignes sont boNNées. 

Les quatre propositions CCXXX V-CCXXX VIII du mème 
livre VIT (lemmes relatifs aux Lieux à la surface d'Eu- 
clide), sont tout à fait semblables, quant aux énoncés, 
aux Lieux plans d'Apollonius; elles expriment que le lieu 
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de tel point variable est une section conique. Ce sont 
donc des Lieux, conséquemment aussi des Porismes. La 
dernière de ces propositions contient la propriété de la 
Directrice dans les sections coniques, en ces termes : Le 
lieu d'un point dont les distances à une droite donnée 
de position et à un point fixe, sont entre elles dans une 
raison donnée, est une section conique : parabole si la 
raison est l'unité, ellipse si elle est plus grande que l'u- 
nité, et hyperbole st elle est plus petite. 

Ces exemples font voir, comme nous l'avons annoncé, 
que la distinction qu'Euclide avait établie entre les 1héo- 
rèmes d’une part, et les Données et les Porismes d'autre 
part, eüt-elle été jamais observée dans la pratique, je veux 
dire dans la culture des Mathématiques, ne l'était plus au 
temps de Pappus, et que toutes ces propositions pouvaient 
être confondues indistinctement sous la seule dénomination 
de théorèmes. 


S IX. — De l'utilité des Porismes pour la résolution des problèmes. 


Pappus dit que les Porismes d'Euclide étaient néces- 
saires pour la résolution des problèmes. Nous avons déjà 
vu (SIL) qu'à raison des matières qui formaient le sujet des 
trois livres de Porismes, cet ouvrage devait être extrème- 
ment utile pour les progrès généraux de la Géométrie; mais 
il s’agit ici d’une utilité spéciale pour la résolution des pro- 
blèmes. Voici comment nous concevons cette utilité. 

C’est que la recherche d’un lieu géométrique déterminé 
par certaines conditions exigeait le secours de quelque Po- 
risme., Car il fallait conclure de ces conditions une autre 
expression du lieu qui füt déjà connue, et qui par consé- 
quent fit connaître la nature du lieu, sujet de la question. 
Or c’est le passage d’une expression du lieu à une autre ex- 
pression qui exigeait un Porisme. 
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Par exemple, demande-t-on le lieu d'un point dont les 
distances à deux points fixes soient entre elles dans un 
rapport donné? On démontrera qu’i/ existe, c’est-à-dire 
que l’on peut trouver, (sur la droite qui joint les deux points 
donnés), deux autres points tels, que les droites menées de 
ces points à chaque point du lieu cherché font entre elles 
un angle droit. Proposition qui constitue un Porisme, et 
de laquelle on conclut que le lieu est un cerele. 

Souvent une question de /ieu pourra se résoudre par plus 
d’un Porisme. 

Aïnsi, dans la question précédente on démontrera, l’hy- 
pothèse restant la même, qu'il existe, ou qu'on peut trou- 
ver un certain point et une longueur de ligne tels, que la 
distance de chaque point du lieu à ce point sera égale à 
cette ligne. 

Ce sera là un Porisme. Et l’on en conclura la connais- 
sance complète du lieu cherché. 

On voit par cet exemple comment on peut concevoir que 
toute question de lieu, ou problème local, obligeait de pas- 
ser par un Porisme. 

Cetie marche est dans la nature des choses et subsiste | 
dans les Mathématiques modernes : quelque méthode que 
l’on emploie pour résoudre un problème de lieu, on peut 
toujours y apercevoir un Porisme. 

Il en est ainsi notamment dans le procédé général de so- 
lution fondé sur l’analyse de Descartes, qui conduit à une 
équation finale entre les coordonnées x, y, d’où se conclut 
le lieu cherché. Car cette équation constitue un véritable 
Porisme. 

En effet, que cette équation, rapportée à deux axes rec- 
tangulaires, soit, par exemple, 


αὐ + ax - γ᾽ + by = C: 


elle exprime qu'étant pris arbitrairement deux axes rec- 
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tangulaires dans le plan de la figure, on peut déterminer 
deux longueurs de lignes a, b, et un espace ou rectan- 
glec, tels, que la somme des carrés des distances de chaque 
point du lieu aux deux axes, plus les produits de ces dis- 
tances par les deux lignes a et b, forment une somme 
égale au rectangle ce. 

Proposition qui constitue un Porisme à la manière d'Eu- 
clide, sauf lesexpressions modernesqui en abrégent l’énoncé. 

Les Anciens n'avaient pas une pareille méthode générale 


| à laquelle ils pussent ramener toutes les questions de Lieux, 


Par conséquent, on conçoit qu'ils ont dû nécessairement 
chercher à multiplier les expressions différentes de chaque 
lieu, c’est-à-dire de chaque courbe, y compris aussi les 
lieux à la droite, et chercher à passer d’une expression à 
chacune des autres. Ce qui se faisait toujours par un Po- 
risme, comme nous l'avons dit. 

Le Traité des Porismes d'Euclide était done une collection 
de propositions servant à passer ainsi d’une expression 
connue d’un leu à une autre expression du mème leu, οἱ 
plus généralement servant à passer des conditions connues 
qui déterminent un système de choses variables assujetties 
à une loi commune, à d’autres conditions déterminant les 
mêmes choses variables. 

Nous n’entendons pas dire d’une manière absolue que 
16} était l’objet de tous les théorèmes d'Euclide sans excep- 
tion, mais seulement que tel était leur caractère général 
et le but qu'Euclide s'était proposé en ajoutant au Fraité 
des Données celui des Porismes, comme second complé- 
ment des Éléments et provision de ressources pour la cul- 
ture de la Géométrie supérieure, et spécialement pour la 
résolution des problèmes. 

Quant aux lieux, Euclide n’a traité, dans ses trois livres 
de Porismes, que de la droite et du cercle, ainsi que le 


dit Pappus, et comme le prouvent ses 38 Lemmes qui ne 


(Gi) 

se rapportent qu'à des figures rectilignes et au cercle. ΕἸ 
quant à ceux des Porismes qui ne concernent pas des pro- 
positions locales proprement dites, on voit par plusieurs 
énoncés de Pappus, dont il suflit de citer celui-ci, du [Ὁ Li- 
vre : « Telle droite passe par un point donné » et les trois 
derniers du ilI° Livre, qu'il y en avait, mème de très-variés, 
dans l'ouvrage d'Euclide. Notre restitution de ces trois li- 
vres en comprend aussi un assez grand nombre. 


S X. — Observations et éclaircissements préliminaires au sujet des 
XXIX genres de Porismes décrits par Pappus. — Ordre qu'on sui- 
vra dans le rétablissement des trois Livres d'Euclide. 


L'ouvrage d'Euclide était en trois livres et contenait 
171 théorèmes. 

Pappus comprend ces 171 Porismes sous XXIX énoncés 
qu'il appelle genres, dont 15 appartiennent au I‘ livre, 
6 au Π’ et 8 au II. Il ajoute que les 15 genres du I‘ li- 
vre se retrouvent dans le II° avec les 6 propres à ce livre; 
et de même, que ces 21 genres entrent dans le III livre 
avec les 8 nouveaux. Il dit que la plupart des Porismes de 
ce IL° livre se rapportent au demi-cercle, et quelques-uns 
au cercle et aux segments. Ce qui indique que les deux 
premiers livres ne roulent que sur les figures rectilignes. 

Dans chacun des XXIX énoncés, hormis le premier qui 
forme une proposition complète, Pappus ne décrit que 
les choses cherchées, en omettant les hypothèses qui, dans” 
l'ouvrage d’Euclide, donnaient lieu aux propositions. Ce 
sont ces choses cherchées qui constituent les genres. Ainsi 
il dit : « Voici les genres des choses cherchées dans les pro- 
» positions du [°' livre. » 

1 a dit plus haut : « Ce n'est pas par les différences des 
» hypothèses qu'il faut distinguer les Porismes, mais par 
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» les différences des résultats ou des choses cherchées. » 
De sorte que chaque genre s'applique à des hypothèses 
qui peuvent être très-variées. C’est ainsi que les XXIX 
genres résument les 171 théorèmes que contenait le traité 
des Porismes. 

Il est à remarquer que Pappus a fait du livre des Don- 
nées d'Euclide une analyse assez semblable, dans laquelle 
il décrit, en termes encore plus généraux que pour les Po- 
rismes, le caractère des différents groupes de propositions : 
il indique le nombre des propositions de chaque groupe, 
mais sans faire connaître aucune proposition en particulier. 
Cette analyse aurait pu servir à rétablir conjecturalement 
les quatre-vingt-dix propositions du livre des Données, si 
cet ouvrage ne nous était pas parvenu. 1] est à regretter 
que Pappus n’ait pas complété son analyse des Porismes en 
y ajoutant, comme pour les Données, le nombre des pro- 
positions de chaque gerre. 

Les Porismes, dont nous rappelons ici le caractère essen- 
tiel, sont des propositions dans lesquelles il y a certaines 
choses variables, comme dans les propositions locales ; et 
c’est une relation entre ces choses variables (points, lignes, 
segments, etc.) et les choses constantes qui constitue les 
propositions. 

Prenonsquelques exemples des genresdécrits par Pappus. 

Tel point est situé sur une droite donnée de position. 

Cela signifie qu'un point variable a pour lieu géométri- 
que une droite dont la position est déterminée en vertu de 
l'hypothèse ou des données de la question. 

On peut croire que cet énoncé comprend toutes les pro- 
positions de lieux qui se trouvaient dans les trois livres 
d'Euclide ; car ces lieux ne pouvaient être qu'à la droite et 
au cercle; et lon ne trouve pas dans les huit genres spé- 
ciaux au {Π livre ni dans aucun de ceux qui les pré- 
cèdent, un seul énoncé qui exprime un lieu au cercle, tel 
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que le lieu à la droite ci-dessus. 1 faut en conelure que 
les Porismes relatifs au cercle dans l’ouvrage d'Euchide 
exprimaient des propriétés communes à tous les points de 
la circonférence, sans avoir la forme d’énoncé d’un leu 
proprement dit. 

Nous devrons nous conformer à cette indication. 

Telle droite passe par un point donné. 

Il s’agit d’un système de droites assujetties à une même 
loi et qui passent toutes par un même point donné virtuel- 
lement, c'est-à-dire dont la position est une conséquence 
des conditions de la question. 

Ce genre comprendra un assez grand nombre de Porismes 
diflérents, qui se trouveront indistinctement dans les trois 
livres. 

Telle droite est donnée de position. 

Il s’agit d’une droite qui n'est pas considérée comme 
lien d'un point, et qui satisfait à certaines conditions con- 
cernant des choses variables. Par exemple, ce sera une 
droite sur laquelle certains angles intercepteront des seg- 
ments égaux, ou une droite avec laquelle coïncideront les 
diagonales de certaines figures, etc. 

Ces genres de Porismes, que nous venons de citer, sont 
très-simples, et les choses cherchées y sont indiquées ex- 
plicitement. Maïs dans d’autres questions les choses cher- 
chées sont multiples et peuvent n'être pas toutes indiquées 
explicitement, quelques-unes restant sous-entendues. Alors 
il peut y avoir incertitude et l'énoncé pourra s'entendre de 
plusieurs manières. 

Prenons celui-ci, qui forme le XV° genre : 

Telle droite fait sur deux autres droites données de 
position des segments dont le rectangle est donné. 

Il s’agit d’une droite variable de position qui forme sur 
deux droites fixes deux segments dont le rectangle est con- 
stant; la valeur de ce rectangle est donnée virtuellement, 


(64) 
c’est-à-dire qu'elle est une conséquence de l'hypothèse, qu'il 
faut déterminer. 

L'’énoncé est susceptible d'un autre sens. On peut sup- 
poser que les origines des deux segments sont deux points 
donnés de fait, et que les données virtuelles, c’est-à-dire 
les choses que l’on ἃ à trouver, soni les directions des deux 
droites fixes menées par ces points, et la valeur du rec- 
tangle constant. 

On voit par cet exemple comment un même énoncé 
pourra se prêter à plusieurs interprétations différentes qui 
produiront ainsi une sorte de subdivision des genres des 
Porismes. 


II. 


Nous grouperons ensemble, dans chaque livre, les Poris- 
mes d’un même genre, pour mettre un certain ordre dans 
un si grand nombre de propositions si diverses, et faci- 
liter le jugement que l’on portera sur ce travail de rétablis- 
sement, Mais nous n'avons pas'de raison de penser qu'Eu- 
clide se fût assujetti à cet ordre d’une manière rigoureuse, 
car il n’aurait pu l’observer tout au plus qu'à l'égard des 
propositions d’un même livre, puisque les genres du 
I" Livre se retrouvent dans le IL°, et ceux du I‘ et du II° 
dans le 1Π-. 

Pour quelques propositions seulement nous nous sommes 
écarté de l’ordre que nous venons de tracer. Nous les avons 
placées à la fin du III° livre : ce qui simplifie la démons- 
tration. Car elles sont ainsi précédées par cértaines autres 
dont elles pouvaient se conclure aisément. 

Nous nous renfermerons strictement dans les énoncés de 
Pappus, c’est-à-dire dans les XXIX genres qu'il a décrits. 
C’est pour cela qu'on ne trouvera pas dans notre restitution 
des trois livres d'Euclide de lieux au cercle qui pourraient 
pourtant se présenter en grand nombre dans un Traité des 
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Porismes. Toutefois, les propriétés du cercle, que dans 
d’autres circonstances on exprimerait par des propositions 
de lieux proprement dites, entreront sous des énoncés dif- 
férents et toujours conformes aux genres décrits par Pappus, 
dass noire 15 livre, où elles seront assez nombreuses. 

Les dix Porismes qui forment les dix cas de la proposi- 
tion des quatre droites sont du genre des lieux à la droite : 
cependant, comme Pappus dit qu'ils se trouvent au com- 
mencement du [°° Livre, et qu'il en parle d’une manière 
particulière, nous les avons placés les premiers et en quel- 
que sorte hors ligne, sans les comprendre dans le geure 
des Zieux à la droite, qui n’est décrit que le second. 

Le genre décrit le premier par Pappus est le Porisme 
énoncé d’une manière complète, où 1] s’agit de trouver une 
droite et sur cette droite un point qui sera l’origine de seg- 
ments en rapport donné avec d’autres segments. 

On pourrait, à la rigueur, rattacher ce Porisme au 
V° genre énoncé ainsi : 7elle droite est donnée de 
position. La recherche du point fixe sur cette droite serait 
une condition implicite, comme nous l'avons dit ci-dessus. 
Mais sans nous arrêter à l'incertitude qui peut naître ici, et 
pour nous conformer strictement au texte de Pappus, nous 
regarderons le Porisme dont il s’agit, comme formant le 
I‘ genre du I Livre. Pappus, en reproduisant par excep- 
tion cet énoncé tout entier, peut avoir eu l'intention de 
donner un exemple tant de la forme la plus commune que 
du caractère et de la nature des Porismes. Car celui-ci nous 
paraît être, à certains égards, comme nous l’expliquerors 
tout à l'heure, une sorte de type de nombreuses proposi- 
tions des trois Livres. 

Simson ἃ pensé que ce Porisme était le premier (τ) 


() 1 l’intitule : Prop. XXIII. Quæ est Porisma I Lib. 1 Porismatum Eu- 
clidis. (Opera quædam reliqua, etc., p. 400.) 
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du 1 Livre. Nous croyons, au contraire, que les premiers 
Porismes dans l’ouvrage d'Euclide étaient les dix cas de la 
proposition des quatre droîtes. Plusieurs raisons nous sem- 
blent l'indiquer. D'une part, Pappus dit, comme nous [ἃ - 
vons déjà fait observer plus haut, qu'Euclide ἃ placé ces 
propositions « au commencement du [Ὁ Livre ». Il est vrai 
que le premier des XV genres qui résument les nombreux 
Porismes de ce livre comporte des propositions différentes : 
mais Pappus ne dit pas que ce I‘ genre renferme précisé- 
ment le premier Porisme, De sorte que ce passage n’infirme 
pas celui qui le précède et qui serait formel, si le texte où se 
lit le mot « commencement » n'’offrait une lacune. 

Mais, d'autre pari, et indépendamment de ce motif, une 
raison Uirée des Lemmes de Pappus relatifs aux Porismes 
nous à paru tout à fait décisive. 

Pappus présente le premier Lemme comme s'appliquant 
au premier Porisme, et le second Lemme au second Porisme, 
et il n’y a plus de mention semblable pour aucun des autres 
Lemmes. Or ces deux Lemmes conviennent si naturelle- 
ment à deux cas de la proposition des quatre droites, qu’on 
peut dire qu'ils en sont l'expression immédiate. De plus, il 
en est de mème des cinq Lemmes qui suivent les deux pre- 
miers : c'est-à-dire qu'on en conclut aussi immédiatement 
cinq autres cas de la mème proposition. Les trois cas qui 
complètent les dix se démontrent sans le secours d’aucun 
Lemme avec une très-grande facilité. Nous ajouterons que 
les Lemmes qui viennent après ces sept premiers trouvent 
leur emploi naturel pour la démonstration des Porismes 
appartenant aux genres successifs du [°° Livre; et enfin, 
que ces sept premiers Lemmes, desquels nous déduisons 
sept cas de la proposition des quatre droites, n’ont pour 
la plupart, les deux premiers notamment, aucun usage 
dans les démonstrations des autres Porismes. 

Il semble donc résulter, avec quelque certitude, de ces 
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raisons toutes concordantes, que les dix cas de la proposi- 
tion des quatre droites formaient les premiers Porismes 
dans l’ouvrage d’Euclide. 


8. XI. — Analyse des XXIX genres de Porismes. — Expression algé- 
brique des genres qui comportent des relations de segments. — Autres 
genres qui se rapportent aux mêmes matières. 


L. 


Le Porisme qui constitue le 1‘ genre, et dont la descrip- 
tion est suffisamment complète, peut être regardé comme 
une espèce de type commun à nombre d’énoncés de Poris- 
mes. Mais c’est seulement à plusieurs égards, comme nous 
Pavons dit; et il ne s’agit que de certaines circonstances de 
l'hypothèse, qui peuvent se répéter dans différents genres. : 
Il est en effet très-facile de voir qu’on satisfait à la plupart 
des genres par des propositions dont les hypothèses variées 
contiennent cependant des éléments semblables, savoir : 
Deux droites qui tournent autour de deux points fixes en se 
coupant toujours sur une droite donnée de position, et qui 
font sur deux autres droites fixes, ou sur une seule, deux 
segments quiont entre eux une certaine relation constante. 

Ce seront les différences entre ces relations constantes qui 
donneront lieu aux diflérents genres. 

Mais le 11’ Livre présente un caractère spécial : c’est que 
parmi les six genres qui s’y rapportent, il y en a quatre 
au moins dans lesquels les segments considérés sont néces- 
sairement formés sur une seule droite : pour les deux 
autres genres ces segments peuvent être formés indifférem- 
ment sur une seule ou sur deux droites; tandis que dans les 
genres du [°* Livre, hormis deux ou trois peut-être, les seg- 
ments paraissent être formés toujours sur deux droites. 

Sans nul doute les relations générales entre les segments 
formés sur deux droites ont lieu de même sur une seule 
droite, puisqu'on peut supposer que les deux droites, qui 
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d'ordinaire sont données à priori comme faisant partie de 
l'hypothèse, soient coïncidentes. Mais ce cas particulier 
donne lieu à de nouvelles relations, d’une autre forme, dans 
lesquelles entre le segment compris entre les deux points 
variables. Or ce sont ces relations spéciales qui nous parais- 
sent faire le caractère propre de quatre des six genres auri- 
bués par Pappus au II° Livre. 

Dans le III: Livre on a encore à considérer, dans beau- 
coup de propositions, deux droites tournant autour de 
deux points fixes et formant, soit sur deux droïtes soit sur 
une seule, des segments entre lesquels il existe des relations 
-semblables à celles des deux premiers Livres. Mais ces rela- 
tions ont lieu dans le cerele: les deux points fixes sont pris 
sur la circonférence même, et les deux droites qui tournent 
autour de ces points se coupent sur cette circonférence, au 
lieu de se couper sur une droite, comme dans les deux pre- 
miers Livres. Il y a en outre, dans ce III° Livre, divers autres 
genres relatifs au cercle. 

Presque toutes les relations de segments, sinon toutes, 
des deux premiers Livres, sont de celles qui expriment que 
deux points variables sur deux droites ou sur une seule 
forment deux divisions homographiques. Ces relations sont 
des équations à deux, ἃ trois, à quatre ou à cinq termes. 


IL. 


Pour qu’on en juge, nous allons présenter un tableau 
des XXIX genres décrits par Pappus, en fixant par une 
équation le sens que nous attribuons à chaque énoncé où 
entre une relation de segments. 

1" Livre. 
Genres. 


Am 


(1) Les lettres », π΄, πὸ", M, p, p' designent dans les formules qui vont 
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Genres. 


II. Tel point décrit une droite donnée de position. 


Am Sm 
Ἐν πεν πὰς tr 
νι Din 
IV. =. 


V. Telle droite est donnée de position. 
VI. Telle droite passe par un point donné. 


ε An 
VIE: FX ---- » 


m 


7 Am 
VIT. = à. 


Am .J'm' 
a. Am 
droites. 

X. J'm.lm = y+u.mm'. Divisions homographiques 
sur une droite. 

XI. Énoncé incomplet. 


IX. 


— À. Divisions homographiques sur deux 


£ Am ΡΒ Am +i.Bm 
RG 0 cr ed à 
Am+).B'm Am +).B'm" 
C'm' ἜΤ τ NS QE 


Divisions en parties proportionnelles sur deux ou sur trois 


droites. 
XIII. Am.Op — A'm.0O'p'. 
XIV. ne = Divisions en parties proportion- 


nelles sur deux droites. 
XV. Im.J'm ταν. Divisions homographiques sur deux 
droites. 


suivre des points variables, Ce sont, en général, les extrémités des segments 
entre lesquels ont lieu les relations qui nous paraissent répondre aux énon- 
cés de Pappus. Les lettres ἡ, B,... désignent des points fixes, origines des 
segments; ces points sont donnés, de fait ou virtuellement. Enfin, À, u,... 
représentent des lignes, des espaces, ou des rapports constants, qui sont 
aussi donnés, de fait ou virtuellement, 
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II Livre. 
Genres. 
XVI. PRE? — y. Divisions homographiques sur 
une droite. 
XVII. + Divisions homographiques sur 
une droite. 


χυπι, (4π|-Ὁ Βπε) CO + Dm), Divisions ho- 


mographiques sur une droite. 
Am(B'm'+3).Cm)+Dm.\.E'mn' 


XIX.. —————, ——— —y. Divisions 
mm 
_homographiques sur une droite. 
Am.B'm+Cm.D'm' Re : 
XX. - “ “ὦ --μ. Divisions homographi- 
Gm - 5 


ques sur deux droites. 
XXI. Im.J'm' — ν. Divisions homographiques sur deux 
droites. 


III Livre. 
Am.B'm' Ε Pret : 
XXII. Ca Dar À: Divisions homographiques sur 
deux droites ou sur une seule. 
— 
A 
ΧΧΠΙ τ —p. 
mm 


XXIV. Am.J!m—p.Am. Divisions homographi- 
ques sur deux droites ou sur une seule. 

XXV. Om --μ.Ὦρ- 

XX VI (Am+Bm))}.C'n 


ξεμ. Divisions homographi- 
mm - ΒΕ 
ques sur une droite. 
XXVII Un point duquel on peut mener deux droites 


(variables) qui comprennent un triangle donné d’espèce. 
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Genres. 

ΧΧΥΗΙ. Un point d'où partent deux droites (variables) 
qui interceptent des ares égaux. | 

XXIX. Un point par où passe une droite faisant avec 
telle autre un angle donné. 

On remarquera qu'indépendamment du [ἢ genre dont 
nous avons fait ressortir le caractère, quatre genres, I, 
LV, VII, VIT, semblent exprimer une même chose, savoir, 
que le rapport de deux lignes est constant. On pourrait 
donc croire au premier abord qu'il y ἃ iei confusion, par 
suite de quelque erreur dans le texte. Mais il existe des 
diflérences notables dans les expressions de Pappus, et il ἃ 
eu certainement en vue des propositions qui ne sont pas 
identiques, notamment quant aux choses que l’on cherche. 

Ainsi nous pensons que, dans le ΠΠ1΄ genre, on consi- 
dère des segments dont les origines sont connues, et que 
l’on ἃ simplement à démontrer la constance du rapport 
entre les deux segments variables, et à trouver la valeur de ce 
rapport; que dans le VII‘, qui semble avoir la même équa- 
ion, une seule origine est donnée, et que les choses cher- 
chées sont la seconde origine et la valeur du rapport constant, 

Le ΤῊ genre diffère de ces deux-là, en ce qu'on n'y 
considère qu'un segment compilé à partir d'un point fixe, 
et que l’autre segment est l’abseisse comprise entre les deux 
points variables. 

Dans le VIII genre, l’une des deux droites variables 
dont le rapport est constant n’est pas un segment compté 
sur une droite fixe, mais bien une oblique ou une perpen- 
diculaire abaissée d’un point variable sur une droite donnée 
de position. 

Ces quatre genres sont donc différents. 115 embrassent, 
dans leurs applications, une foule de propositions relatives 
aux points homologues de deux droites divisées en parties 
proportiounelles. Is donnent lieu aussi à différents autres 

δὲ 
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Porismes dans lesquels les deux lignes qui sont er rap- 
| 8 | E 
port constant, partent de deux poinis ou d’un seul dans 
des directions variables : par exemple, ce seront, dans le 
P pie; ; 
III: Livre, deux droites qui aboutissent à chaque point 
d’une circonférence de cercle. 


HI. — Autres genres qui ne se trouvent pas dans les Porismes d’Euclide. 


Nous venons de voir que la plupart des relations de 
segments qui font le sujet d’un- grand nombre des Porismes 
d'Euclide expriment que deux séries de points sur deux 
droites, ou sur une seule, forment deux divisions homogra- 
phiques. 

Il existe plusieurs autres relations par lesquelles on repré- 
sente les mêmes divisions et qui par conséquent auraient pu 
se trouver dans l’ouvrage grec. 

D'abord l'équation 


a+ }.Am 

Trade 
dans‘ laquelle a est une ligne donnée, de fait ou virtuel- 
lement, exprime deux divisions en parties proportionnelles, 
sur deux droites ou sur une seule, et donne lieu à d’assez 
nombreux Porismes. 

Ensuite quatre autres exprimeront chacune deux divi- 

sions homographiques générales, faites sur deux droites ou 
sur une seule : 


(a-+A.Am)B'm! + 


Br τ 
(a +X.Am)B'm -ν ΝΠ) 
Am as 


a.Am.B'm +6.Bm.Cm — Bm.B'n, 


(Am + Bm) Cm 
Cm F7 


Les deux suivantes résultent de deux divisions faites sur 
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une même droite, comme l'indique le segment πε): 


(a - }.Am)B'm + Am 


LL 
mm Fa 
(a+).Am)B'm" 
πες TU LE 
mm ; 


Ces diverses équations donneraient lieu, si l’on voulait, à 
des Porismes qui, par la nature des matières, feraient suite 
aux trois Livres d'Euclide. 

Tous ces Porismes sont très-propres à faire le sujet 
d'exercices pour les jeunes géomètres, d’autant plus qu'ils 
appartiennent aux théories qui forment les bases de la géo- 
métrie moderne. Euclide n’a traité que de la ligne droite 
et du cercle; mais la plupart de ses Porismes s'étendent avec 
la mème facilité à la théorie des sections coniques (1) et à 
des spéculations ultérieures. 

On ne peut se refuser, je crois, à reconnaître ici combien 
Pappus avait raison de dire que l'ouvrage d’Euclide ren- 
fermait les germes d’une foule de choses d’une invention in- 
génieuse et d’une étude agréable et nécessaire. 


8 XII. — Analyse des XXXVIII Lemmes de Pappus relatifs aux 
Porismes (2).— Corollaires des Lemmes ΠῚ et ΧΙ. 


Les XXX VIII Lemmes de Pappus se peuvent classer en 


(1) Après avoir donné, dans l’Apercu historique (p. 279), deux Porismes 
généraux qui comprennent parmi leurs conséquences multiples un très- 
grand nombre de Porismes d’Euclide sur les figures rectilignes, j'ai fait 
voir qu'il existe aussi dans la théorie des coniques, et du cercle par suite, 
deux propositions toutes semblables, qui constituent les propriétés les plus 
fécondes de ces courbes, (Aperçu; Notes XV et XVI; p. 334-344.) 

(2) Nous donnerons plus loin, dans le { XIV, les énoncés de ces Lemmes, 
que le lecteur aura souvent à consulter. Nous n’y joignons pas les démons- 
trations faciles de Pappus. On les trouvera, accompagnées des Commentai- 
res de Commandin, dans ses deux éditions des Collections mathématiques. 
Simson les a aussi données, avec quelques éclaircissements, daus son Traité 
des Porismes : mais ce géomètre a placé les XXX VIII Lemmes dans un ordre 
tout différent de celui de Pappus, et sans s'astreindre toujours à reproduire 
le texte exact des énoncés originaux qu'il généralise parfois. 
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trois catégories : 23 sont relaufs à des figures rectilignes; 
7 se rattachent au rapport harmonique de quatre points, et 
8 concernent le cercle. 

Des 23 Lemmes relatifs à des figures rectilignes, 6 ont 
pour objet le quadrilatère coupé par une transversale; 
Ὁ légalité des rapports anharmoniques de deux sys- 
tèmes de quatre points qui proviennent des intersections 
de quatre droites issues d’un même point, par deux autres 
droites; 4 peuvent être considérés comme exprimant une 
propriété de l’hexagone inscrit à deux droites; 2 don- 
nent le rapport des aires de deux triangles qui ont deux 
angles égaux ou supplémentaires; 4 autres se rapportent 
à certains systèmes de droites que nous définirons plus 
loin ; et enfin le dernier est un cas du problème de la sec- 
tion de l'espace. 

Nous allons essayer de faire connaitre dans l'analyse sui- 
vante le caractère particulier de chacun de ces XXXVIIL 
Lemmes, qui tous, plus où moins, nous seront utiles. 

Les Lemmes I, Il, IV, V, VI et VIT (propositions 127, 
128, 130, 131, 192 et 133 du VII: Livres des Collections 
mathématiques de Pappus), qui ont pour objet le quadri- 
latère coupé par une transversale, contiennent chacun une 
relation entre les segments que les quatre côtés et les deux 
diagonales du quadrilatère forment sur cette transversale 
considérée dans des positions diflérentes. 

Dans le Lemme IV (proposition 130), la transversale 


δ' 


a une position quelconque, et la relation démontrée pa 
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Pappus est une des équations à six segments par lesquelles 
on exprime l'involution de six points. Soient a, α΄: b, δ᾽ 
et c, ο΄, les points dans lesquels la transversale rencontre 
les couples de côtés opposés et les diagonales du quadrila- 
ière. La relation est 


ab.b'c Dom 
a'b'.be c'a (1). 


Les Lemmes I, IL, V et VI sont des cas particuliers de 
cette proposition générale. 

Dans le 1" et le 11", la transversale est parallèle à un côté 
du quadrilatère. 

Dans le V°, la transversale passe par les points de con- 
cours des côtés opposés, et la proposition revient à celle-ci : 
les deux diagonales divisent en parties proportionnelles la 
droite qui joint les points de concours des côtés opposés. 

Le Lemme VI peut être considéré comme un cas particu- 
lier du V°, la droite qui Joint les points de concours des 
côtés opposés est parallèle à une diagonale. 

Enfin, dans le Lemme VII, la transversale passe par un 
seul point de concours des côtés opposés, et est parallèle à 
une diagonale. La relation démontrée est un cas particulier 
des relations d’involution à huit segments, savoir : 


=, 


ca —= cb.cb!. 


Les Lemmes IIT, X, XI, XIV, XVI et XIX (proposi- 
tions 129, 136, 137, 140, 142, 145) sont ceux qui établis- 
sent légalité des rapports anharmoniques que quatredroites 
issues d’un mème point déterminent sur deux droites trans- 
versales : mais il faut supposer que ces deux transversales 
partent d'un mème point de l’une des quatre droites. En 
réalité, on considère trois droites concourantes en ΠῚ même 
point, coupées en deux systèmes de trois points a, ὦ, ὁ; 


(1) V. Géom. sup., art. 184 et 339: 
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et α΄, δ', ε΄, par deux transversales menées d’an point quel- 
conque P. Il existe entre les segments formés sur les deux 
transversales l'équation 
Pas απ. Pa", δ᾽ αἱ Ῥανῴο. Pac 
Poñbe με "be Ù Prab Peut” 


que Pappus énonce ainsi : Le rectangle Pa.bc est au rec- 


α' 
Ὁ α ὃ C 


tangle Pc.ab, comme le rectangle P α΄. δ' οἱ est au rectangle 
Er'eabl: 

C’est là le Lemme III. 

Le Lemme X (proposition 136) en est la réciproque. 
1] prouve que quand l'équation a lieu, les deux points ὁ, 
c' sont en ligne droite avec le point de rencontre des deux 
droites aa/, bb’; ou que les trois droites aa’, bb’, cc! con- 
courent en un même point. 

Le Lemme XVI (proposition 142) est le mème que le X°, 
démontré différemment. 

Le Lemme XI (proposition 137) est un cas particulier du 


5 Ὁ 


Ρ α ὃ 


1{Π΄. L'une des transversales est parallèle à l'une des trois 
droites, et l'équation devient 
Pa Pa Pc’ Paso c “Pa 
=) OÙ 5 —=-— 
ba b'a'° b'c’ Pc’.b'a νὰ 
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Le Lemme XIV (proposition 140) est la réciproque de 
celui-là : il exprime que quand l'équation précédente ἃ 
lieu, les deux droites aa’, bb! et la parallèle à Pab, me- 
née par le point ο΄, concourent en un même point. 

Enfin, le Lemme XIX (proposition 145) est encore un 
cas particulier du LemmelÏlÏE. Quand trois droites issues 
d’un même point sont coupées par deux autres, menées 
par un point P,ena,b,ceta',b',c',silona 

Partw-Pe 
ba be 
ΝΣ : ΡΟ 
il s'ensuit que Di = pro 

Les quatre Lemmes XII, XII, XV et XVII (propositions 
138, 139, 141, 143) peuvent être considérés comme expri- 
mant la propriété de l’hexagone inscrit à deux droites, 
savoir que, quand les sommets d’un hexagone sont situés 
trois à trois sur deux droites, les points de concours des 
côtés opposés sont en ligne droite. 

Dans les Lemmes XII et XV, les deux droites sont paral- 
lèles, et dans les Lemmes XII et XVII elles ont une direc- 
tion quelconque. 

Il est à remarquer qu'ici, dans les démonstrations, Pap- 
pus se sert des Lemmes IT, X, XIet XIV, c'est-à-dire de 
la proposition de l'égalité des rapports anharmoniques des 
deux systèmes de quatre points déterminés sur deux droites 
par trois autres droites issues d’un même point : savoir, 
des Lemmes XI et Χ pour le Lemme XIT; des Lemmes ΠῚ 
et X pour le Lemme XIIT; des Lemmes XI, ΠῚ et XIV 
pour le Lemme XV, et enfin des Lemmes IT et XVI pour le 
Lemme XVII. 

Les Lemmes XX et XXI (propositions 146 et 147) disent 
que quand deux triangles ont deux angles égaux ou supplé- 
mentaires, leurs surfaces sont dans le même rapport que 
les rectangles des côtés qui comprennent ces angles. 


SP 
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Le Lemme VIT (proposition 134) a un énoncé très-bref, 
qui en laisse difficilement apercevoir le sens; cependant on 
reconnait qu’il peut signifier que : 

Quand deux angles ont leurs côtés parallèles deux à 
deux, st par le sommet de chacun d'eux on mène une 
droite quelconque qui coupe les deux côtés de l'autre, les 
quatre points d'intersection sont deux à deux sur deux 
droites parallèles. 

Cela est un cas particulier d’une propriété relative à deux 
angles quelconques, qu'on peut aussi envisager d’un autre 
point de vue, et énoncer de cette manière : 

S? par les points de concours des côtés opposés d'un 
quadrilatère on mène deux droites quelconques qui ren- 
contrent les quatre côtés en quatre points, ces points sont 
deux à deux sur quatre autres droites qui se coupent deux 
à deux sur les deux diagonales du quadrilatère (1). 

Le Lemme IX (proposition 135) peut exprimer que: 

Si par les sommets d'un trapèze on mène quatre droites 
concourantes en un méme point, et par le point de ren- 
contre 8. des deux côtés non parallèles une transversale 
parallèle aux deux autres côtés, laquelle rencontre les 
quatre droites er quatre points, le produit des distances 
du point S à deux de ces points est égal au produit des 
distances du méme point S aux deux autres points. 

C'est-à-dire que les quatre points déterminent une invo- 
lution dont le point S est le point central (2). 

Cetie proposition est un cas particulier d’une propriété 
d'un quadrilatère quelconque, savoir, que : 

Les trois couples de droites menées d’un méme point 
aux sommets opposés et aux points de concours des côtés 
opposés d'un quadrilatère sont en involution (3). 


(1) V. Géom. sup., art. 404. 
(2) Ibid., p. 139. 
(3) Ibid., p. 249. 
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On peut voir dans le Lemme XVII un lieu à la droite, 
construit dans un triangle. Pappus emploie dans la démons- 
ration les Lemmes X, XI et XVI. 

Le Lemme XXXII (proposition 158) concerne deux 
triangles qui ont un angle commun. Le côté de l’un, opposé 
à cet angle, fait sur le côté de l’autre, aussi opposé à l’angle 
commun, et sur la droite qui va du sommet au milieu de ce 
côté, des segments qui ont entre eux une certaine relation. 

Le Lemme XXXVIIL et dernier (proposition 164), qui 
est aussi le dernier des 23 Lemmes consacrés aux figures 
rectilignes, est un problème. Il s’agit, dans un parallélo- 
gramme, de mener par un point douné sur un côté une 
droite qui forme avec deux autres côtés un triangle de mème 
surface que le parallélogramme, 

Nous arrivons aux sept Lemmes XXII, XXIII, XXIV, 
XXV, XXVI, XXVII, XXXIV (propositions 148 à 157 et 
160) qui se rattachent au rapport harmonique de quatre 
points. Ils ont pour but de déduire les unes des autres cer- 
taines relations qui appartiennent à ces quatre points situés 
sur une mème droite. Une relation étant donnée, on en 
conclut une autre. Mais ces relations n’ont pas lieu préci- 
sément entre les quatre points, car, hormis une seule, il 
y entre toujours le point milieu de deux points conjugués, 
qui remplace l’un des deëx points. 

Ces sept Lemmes n’en font en réalité que quatre, parce 
que trois sont les mèmes que trois autres, n’en différant 
que par la position relative des points donnés. 

Appelons a, α' et e, f les deux systèmes de points conju- 
gués, qui sont en rapport harmonique, οἱ le milieu du seg- 
ment aa! et O le milieu de ef; nous exprimerons les sept 
Lemmes brièvement ainsi : 


Lemmes XXII et XXIV. Si l’on a ΤΕ ἊΣ 204.ex, il 


; . 
s ensuit 


2 


Où —ax +Oc 


2 


(8) 
Lemmes XXIII et XXV. Si Ou.Oa' De , il s'ensuit 


ea.ea' = 2e0.ex, 


2 


ea! —Oa'.2ea, 
ΕΞ-- 
ea —Oa.2ec. 
Lemmes XXVJ et XXVIL. Si =, , il s'ensuit 
ae 


ἘΠ ΠΑ 
Lemme XXXIV. Si © mr La il s'ensuit 
ea' fa 


ss 


δι δ. ὦ 1 — 44: 
ef.ea — ea.ca', 
γα. 7} ΞΞ ὰ.7-. 

Enfin les huit Lemmes qui concernent le cercle sont les 
XXVIII, XXIX, XXX, XXXI, XXXIII, XXXV, XXXVI 
et XXX VII (propositions 154-157, 159 et 161-163). 

Du Lemme XXVIIT (proposition 154) il résulte que si 
d’un point P on mène deux tangentes à un cercle, et une 
transversale quelconque qui rencontre le cercle en deux 
points a, a’ et la corde de contact en un point &, ce point 
et le point P divisent en parties proportionnelles le segment 
aa’, c'est-à-dire que l’on a 

Pa a & 
Pa aa 

Dans le Lemme XXXV (proposition 161) le point P est 
intérieur au cercle; on démontre que le lieu du point +, 
déterminé par cette même proportion, est une droite. 

Ces deux propositions, qui n’en font réellement qu'une, 
renferment, on le voit, la propriété principale de la théorie 
des pôles et polaires dans le cercle. 
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Le Lemme XXIX {proposition 155) est un problème. On 


demande d'inscrire dans un segment de cercle ACB deux 
RÉ ᾿ ΝΣ 
cordes AC, CB qui soient dans un rapport donné τ΄ La so- 


Jution se réduit à faire voir que la tangente au point C ren- 
contre la corde AB en un point D, pour lequel on ἃ 
ΠΑΝ Ὁ, τι Ὁ 
άπ ὩΣ ἢ 


Le Lemme XXX (proposition 156) démontre que les 
droites menées des extrémités d’une corde à un point de la 
circonférence divisent harmoniquement le diamètre per- 
pendiculaire à cette corde. 

D’après le Lemme XXXI (proposition 157), si d’un point 
P donné sur le diamètre AB d’un cercle, on mène une 
droite à un point de la circonférence, et par ce point une 
corde perpendiculaire à cette droite, cette corde inter- 
cepte sur les tangentes aux extrémités du diamètre AB deux 
segments Am, Β΄, dont le rectangle est égal au rectangle 
constant PA.PB. 

Le Lemme XXXIIT (proposition 159) exprime qu’un 
point P étant donné sur le diamètre AB d'un cercle, si l’on 
prend sur le prolongement du diamètrele point Q tel, qa’on 
ait QA.QB— ΟΡ, et que par ce point on élève la perpendi- 
culaire au diamètre, toute droite menée par le point P ren- 
contre le cercle en deux points et la perpendiculaire en un 
troisième point tel, que le carré de sa distance au point P est 
égal au rectangle de ses distances aux deux points du cercle. 

Le dernier de ces huit Lemmes relatifs au cercle, le 
Lemme XXXVI, n’a d'autre but que cette vérité élémen- 
taire : Quand une corde d’un cercle est parallèle à un dia- 
mètre, les pieds des perpendiculaires abaïssées des extré- 
mités de la corde sur le diamètre sont à égale distance des 


extrémités du diamètre. 
6 
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Corollaires des Lemmes III et XI. 


Nous placerons ici trois corollaires immédiats des Lem- 
mes ΠΠ et XI. Formulés une fois pour toutes, ces corollaires 
évidents rendront inutile la répétition du court raisonne- 
ment qu'on pourrait faire directement sur les Lemmes. 
Nous les invoquerons sans autre explication, et nous abré- 
gerons par là les démonstrations dans le cours de notre long 
travail. 

Le Lemme IT, dont le X[° n’est qu’un cas particulier, est 
certainement la proposition la plus importante de toute 
cette vaste théorie des Porismes d’Euclide, ainsi que nous 
avons eu occasion de le dire 1] y a longtemps, en présen- 
tant une courte analyse du VII Livre des Collections ma- 
thématiques de Pappus, dans lÆpercu historique (1). 

Corollaire I. Quand quatre droites À, B, C, D concou- 
rantes en un méme point S sont coupées par deux autres 
quelconques dans les deux séries de points a, b, c, d et a’, 
b’, ο΄, d', on a l'équation 

ac ὧς ac’ » :b'e’ ac.bd _a'c’.b'd' 
ad bd ad bd ἡ adbe ad. 

En effet, que par le point a on mène une parallèle à la 
droite a’ b'; elle rencontre les droites B, C, D en δ', ο", εἰ". 
et l’on a, d’après le Lemme IL, 

ac.bd ac”. bd” 


αὐ δε. - vad”;,8"6 


(1) Apercu, etc., p. 33-35 et 38-39. « Ici se présente naturellement une 
» observation qui pourra justifier l'importance que nous avons déjà cherché 
» à donner à la proposition 129 de Pappus et à la notion du rapport anhar- 
» monique..……. En prenant la proposition dont il s’agit pour point de dé- 
» part dans un essai de divination des Porismes, nous avons obtenu divers 
» théorèmes qui nous ont paru répondre aux énoncés en question. » — Voir 
aussi Ja note (3) de la page 11 ci-dessus. 
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Mais les segments ac”, bd"... sont proportionnels à 
a'c/, b'd',..., à cause des parallèles αδ', a! b'; cette équa- 


tion donne done celle qu'il s’agit de démontrer. 


Corollaire I. Quand quatre droites SA, SB, SC, SD 
concourent en un méme point S, si l’on mène une droite 
qui les rencontre en quatre points a, b, c, d, et une paral- 
lèle à SD, qui rencontre les trois autres en α΄, Β΄, ο΄, on 


aura, entre ces deux séries de points, la relation 


αὖ ὧὐ a'b’ 
ac de 4€ 
En effet, que par le point ἃ on mène à la droite ab! une 
parallèle qui rencontre SB et SC en δ οἱ c”. On a, d’après 
le Lemme XI, 
αὖ db ab” 
ac * de ac” 
Eu : αὔτ ab 
Mais, à cause des parallèles, —; Ξξξ ——+ Donc, etc. 
ac a C 


6. 
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Corollaire ΠΠ. Quand on a quatre droites ἃ. Ὁ, C, D, 
partant d’un méme point, et quatre autres droites A’, Μ΄, 
?, D’ partant aussi de ce point ou d’un autre quelcon- 
que, en faisant entre elles, deux à deux, des angles 
égaux aux angles des premières, si l’on mène deux 
transversales quelconques qui rencontrent respectivement 
ces deux systèmes de quatre droites dans les points a, b, €, 
ἃ δὲ a’, b’, ο΄, 4΄, on aura l'équation 
ac be d'ÉCSDE ac.bd HAS A: 4 
ad bd ad'bd  ad.be ad Ve 


En effet, si les angles des droites A’, B’, C’, D’ sont for- 
més dans le même sens de rotation que ceux des droites A, 
B, C, D, on pourra, à cause de l'égalité des angles des deux 
faisceaux de droites, superposer le second sur le premier, 
c’est-à-dire le placer de manière que les quatre droites 
A!,B’, C’, D’ coïncident respectivement avec les quatre À, 
B, C, D. Alors l'équation qu'il s’agit de démontrer sera 
celle du Corollaire I. 

Si les angles des droites A’, B', C’, D’ ne sont pas dans le 
même sens que ceux des droites A, B, €, D, il est clair que 
l'équation ἃ encore lieu, car on ramène ce cas au précé- 
dent, en supposant qu'on fasse tourner le plan du second 
faisceau autour d'une droite fixe quelconque de ce plan, 
jusqu'à ce que, après une rotation de 180 degrés, il re- 
vienne coïncider avec le plan du premier faisceau. 

Done, etc. 


δ XIII. — Usage des XXXVIII Lemmes de Pappus pour le rétablis- 
sement des trois Livres de Porismes. 


Nous avons dit (SSII et XI) que la plupart des Porismes 
transmis par Pappus expriment des relations de segments 
qui se rapportent aux divisions homographiques sur deux 
droites ou sur une seule, 
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Après avoir reconnu ce caractère général, nous eumes à 
soumettre chaque énoncé énigmatique à différentes hypo- 
thèses pour en tirer les propositions ou Porismes qu’il pou- 
vait renfermer : il fallait y distinguer surtout les choses 
variables de celles qui restent fixes et constantes ; [65 choses 
données de fait, des données virtuelles ou à trouver; les cas 
divers où les segments que l’on considère sont formés tantôt 
sur deux droites, tantôt sur une seule; où ils ont une ori- 
gine fixe, et où les deux extrémités sont variables, ete. C’est 
après de nombreux essais, que nous sommes parvenu à nous 
fixer sur le sens précis que nous devions donner à chaque 
énoncé de Pappus et sur les diverses propositions ou Porismes 
qui découlaient de cette interprétation ou pouvaient s’y rat- 
iacher. Puis il fallait une démonstration de chacune de ces 
propositions. Cette démonstration eût été facile pour le très- 
grand nombre de celles qui se rattachent aux divisions ho- 
mographiques; car 1] suffisait d'exposer d’abord, comme 
nous l'avons fait dans le 7raité de Géométrie supérieure, 
une théorie générale de ces divisions. C’est ainsi que nous 
avions procédé quand nous avons écrit la Note de lÆpercu 
historique sur les Porismes (1). Mais depuis, en nous prépa- 
rant à mettre au jour cet essai de rétablissement conjectural 
de l'ouvrage d'Euclide, nous avons craint que ces démons- 
irations faciles, fondées sur des théories modernes, ne don- 
nassent lieu à quelques doutes sur la coïncidence de nos idées 
avec celles du géomètre grec, et ne fussent le sujet d’objec- 
tions spécieuses contre les probabilités de notre réussite 
dans ce travail de divination. Cette considération nous. a 
décidé à ne plus invoquer la théorie générale des divisions 
homographiques, et nous nous sommes astreint à refaire 
pour chaque Porisme de nouvelles démonstrations directes 
et spéciales, ne reposant que sur des principes et des pro- 


(1) Aperceu, etc., p. 274-284. 
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positions que l’on püt regarder comme familières à Eu- 
clide. 

Nous avions sans doute à craindre d'entreprendre un 
travail qui ne füt pas sans difficultés. Mais heureusement 
les Lemmes de Pappus, qui déjà dans l’origine avaient 
servi puissamment à nous dévoiler le caractère général des 
Porismes d’Euclide, nous ont encore été ici d'un grand 
secours. Non-seulement chaque Lemme nous a fourni le 
sujet d’un ou de plusieurs Porismes qui s’en pouvaient 
conclure sans autre démonstration, mais nous avons reconnu 
dans plusieurs de ces propositions des éléments de dé- 
monstrations propres à presque tous les autres Porismes. 
Il nous a suffi d'ajouter aux trente-huit Lemmes de Pappus 
les trois corollaires qui terminent le paragraphe précé- 
dent. 

Sans autre secours que ces irente-huit Lemmes et ces 
trois corollaires, et en nous renfermant strictement dans 
les XXIX genres décrits par Pappus, nous avons obtenu 
deux cents et quelques Porismes, dont le très-grand nom- 
bre, sinon tous, pouvaient entrer dans l'ouvrage d’'Euclide. 
Nous nous proposions d’abord d’en écarter une quarantaine, 
pour en réduire le nombre aux 171 annoncés par Pappus. 
Mais nous avons éprouvé quelque embarras quand il s’est 
agi de faire cette exclusion, et nous avons préféré en laisser 
le soin aux géomètres qui nous liront, nous réservant de 
profiter de leur jugement. 

Qu'on ôte, ou non, de ces propositions, nous espérons 
qu’on reconnaitra que les démonstrations de toutes ne s’é- 
cartent pas des éléments contenus dans les Lemmes de Pap- 
pus, et ne dépassent pas les connaissances qu'Euclide pou- 
vait supposer à ses lecteurs. Nous devons prévenir toutefois 
que quelques Porismes seront présentés sous un énoncé plus 
général que celui qui devait probablement se trouver dans 
l’ouvrage grec. Car on conçoit que pour éviter certaines dif- 
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ficultés, provenant principalement de la direction des seg- 
ments dans les figures, difficultés dont la Géométrie moderne 
est affranchie, à son grand avantage, Euclide ἃ dû souvent 
adapter les énoncés de ses propositions à des figures spé- 
ciales ou particulières. Mais le caractère propre de ces pro- 
positions n’en était nullement altéré. 


S XIV. — Énoncés des trente-huit Lemmes de Pappus sur les 
Porismes d’Euclide. 


Τ. Lemme pour le premier Porisme du 1“ Livre. Soit la 


F ΕΝ τς 
figure ABCDEFG:; et soit Ξ- = Se Qu'on joigne ΗΚ, je 


dis que HK est parallèle à AC. 


IT. Lemme pour le deuxième Porisme. Soit la figure 
ABCDEFGH ; que AF soit parallèle à DB, et qu'on ait 
AE CG : 3 : ; 
τε “- τ᾿ les trois points H, K, F seront en ligne droite. 


B 


IL. μδὲ les trois droites AB, AC, AD sont coupées par 
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les deux HE, HD, je dis que le rectangle construit sur 


HE, GF est au rectangle sur HG, FE, comme le rectangle 
sur HB, DC est au rectangle sur HD, BC. 


C'est-à-dire que 
HE.GF _HB.DC  HB CB ΗΕ. ΕῈ 
HG.FE  HD.BC’ ÉD CD 4 πὸ 
IV. Soit, dans la figure ABCDEFGHKL, 


AF.BC  AF.DE 
AB ἘΠ AD:EE 


Je dis que les trois points H, G, F sont en ligne droite 


DS - \ 
27, JR ἐς Ἐπ 
το κει ον 
Eu Er nn 
À Ἶ 


B F 0 


V. Soit la figure ABCDEFGH, dans laquelle on a 
AD AB 
DUT AC 
droite. 


- Je dis que les trois points À, G,H sont en ligne 
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VI. Que, dans la même figure, DE soit parallèle à AC; 
je dis que AB — BC. Et si AB — BC, je dis que DF est pa- 
rallèle à AC. 


VII. Que, dans la méme figure encore, BD soit troi- 
sième proportionnelle aux deux CB, BA ; je dis’que FG est 
parallèle à AC. 


VIII. Si, dans la figure ABCDEFG, DE est parallèle à 
BC, et EG parallèle à BF, DF sera parallèle à CG. 
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et la droite KG parallèle à BC, puis les droites FH, GH. 
"RD DH τς. 
Si Ac — HE ve dis que KL est parallèle à BC. 
X. On coupe les deux droites BAE, DAG par les deux 
HD, HE (sur lesquelles on prend les deux points C, F). 
DH.BC__ HG.FE 
DC.BH  HE.FG 
À, F sont en ligne droite. 


Si l’on a » je dis que les trois points C, 


XI. Soit Le triangle ABC; on mène AD parallèle à BC, 
et une droite DE qui rencontre BC en un point Ἐς. Je dis 
E.FG CB 


ue l’on a DER 
Li EF.GD ΒΕ 
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si deux droites parallèles AB, CD sont coupées par d'autres 
AD, AF, BC, BF, puis, qu’on mène les deux ED, EC, Les 
trois points G, M, K seront en ligne droite. 


XIII. Mais que les droites AB, CD ne soent pas paral- 
lèles et qu'elles concourent en un point N : je dis que les 
trois points G, M, K seront encore en ligne droite. 


XIV. Soit AB parallèle à CD, et que l’on mène AE, 
BC; τὲ l’on prend sur BC le point F tel, qu'on ait 
DE _ CB.GF 
EC  FB.CG 
ligne droite. 


» je dis que les trois points À, F, D sont en 


XV. Cela étant admis, soit AB parallèle à CD, et que 
{des points E, F pris sur ces droites) l'on mène les droites 


A E B 
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FA, ΕΒ, EC, ED, puis, qu'on joigne les deux BC, GK; je 
dis que les trois points À, M, D sont en ligne droite. 

XVI. Quand deux droites AB, AC sont coupées par deux 
autres DB, DE menées d'un point D, si sur celles-ci on 
EG.FD  BH.CD 
DE.GF  BD.CH’ 
je dis que les trois points À, G,H sont en ligne droite. 


prend deux points G, Htels, que l'on ait 


B Η ο D 
XVIL Mais que CD ne soit pas parallèle à AB, et que 
ces droites concourent en un point N (je dis que les points 
À, M, D seront encore en ligne droite). 


\ 


G M 
ne Ἶ 

/ γ΄ τς 
5. Ξ ΄ ᾿ 


C Ε D N 


XVIIL Sort le triangle ABC; AD parallèle à BC, et que 
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l’on mène DE, FG, de manière que l’on ait 


raie 
CE-CB πο νὰ 
je dis que οἱ lon mène BD, les trois points H, K, C seront 
en ligne droite. 

XIX. Quandtrois droites AB, AC, AD sont coupées par 


deux autres EF, EB menées par un point quelconque E, 


“TA 4 te lis que l’on hr ee ΕΝ 
LC OIL ἢ Ξε το γένεα; EC — DC 
F/ 


XX. Sorent deux triangles ABC, DEF dont les angles 
A, D sont égaux; je dis que le rapport des rectangles 
AB. AC, DE.DF est égal à celui (des aires) des triangles. 
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angles droits, je dis que le rapport des rectangles AB. AC, 
DE.DF est encore égal au rapport des (aires des) deux 
triangles. 
XXII. Soit une droite AB sur laquelle on prend deux 
points C, D, tels, que l'on ait 2 ΑΒ. (ἢ — CB, je dis que 
l’on a AD — AC DB. 


A α DR 
-“-- - 


-.---«“ 


XXIIT. Δ BA.BC— BD, je dis que l’on a ces trois éga- 
lités : | 
(AD + DC).BD — DA.DC, (AD +DC).CB—DC, 
(AD + DC).AB— AD. 


A C B D 


XXIV. Soit la droite AB, et deux points C, D, tels, que 
lon ait CD = 2 AC.DB, je dis que l’on aura 
AB — AD + CB. 


\ G dB B 
,.--Φ-,-ὗἄὁὨ — - — . Φ 


XXV. Soit BA.BC — BD; je dis qu'on a les trois éga- 
lites : 
(AD — DC).BD — DA.DC; (AD—DC).CB = DC; 
(AD — DC) BA — AD. 


A D C B 


"à 


XXVI. δὲ l’on a Fe == Ξ » je dis que l’on aura 
BA.BC = BD . 


À C B D 


.-ο--ς- - --- ο.-------ὁ 
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XXVII. Sort encore — ΕΞ ἌΤΙ je dis que l'on aura 
BA.BC= BD. + 
A D τ B 
ΧΧΥΠΙ. (δὲ les droites DA, DC touchent le cercle ABC, 
et que l’on mène AC (et DEB), je dis que l'on aura 


XXIX. Problème. Un arc de cercle étant décrit sur la 
ligne AB, y inscrire les cordes AC, CB qui soient entre 


elles dans un rapport donné. 


€ 
f 
Var A 
ΓΕ 
Β 


n 
XXX. Soit un cercle dont le diamètre est AB; qu'on 


mène une corde DE perpendiculaire au diamètre, et une 


E 
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autre corde DE ; qu'on joigne EF qui prolongée rencontre 
le diamètre en G ; je dis qu'on aura — = - 

XXXI. Soit un demi-cercle décrit sur AB; qu'on mène 
par les points À, B°?es droites BD, AE perpendiculaires 
sur AB; puis la droite DE, et en son point F (situé sur le 
cercle) la perpendiculaire FG qui rencontre le diamètre 


AB en G; je dis que l’on aura AE.BD —GA.GB. 


XXXII. Soit le triangle ABC, dont le côté AB est 
égal à AC; si par un point D, pris sur le prolongemeut de 
AB on mène DE faisant le triangle BDE égal en surface 
au triangle ABC; puis, qu'on divise en deux parties égales 
le côté AC par la droite BF : je dis que l’on aura 


FB+BG ΑΕ 
ΕΟ = 


(1) Simson remarque (Opera quædam..…, p. 523) que dans la démonstra- 
tion de ce Lemme, que donne Pappus, il n’y a rien qui exige que le triangle 
ABC soit isocèle comme le prescrit l'énoncé. Il pense que le texte a été altéré 
par l'introduction de cette condition restrictive. Et en eflet, le Porisme que 
nous tirerons de ce Lemme est général, quel que soit le triangle. 
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XXXIIL. Soit un cercle et une droite DE perpendi- 
culaire au diamètre AB prolongé; que l’on prenne le 
point G tel, que l’on ait FA.FB — FG:; je dis que si d'un 
point quelconque E (de la droite DE) on mène la droite 
EG prolongée jusqu'en H, on aura 


ἘΠ Ἐπ = EC . 


XXXIV. S: l'on a (entre les quatre points À, B, C, D) 
= — =. et que le point E soit le milieu de AC, je dis 


À E D € B 
.---  - --- -ὦὦυ“----ο------ο--.----------Ὁ 


que lon aura les trois égalités 


EB.ED—EC; DB.DE—DA.DC; BA.BC— BE.BD. 


XXXV. Cela étant, soit un cercle et une droite DE per- 
pendiculaire au diamètre AB prolongé, et que l’on prenne 


E 


D 


AF 


; AG name +. 
de point G tel, que l’on ait Re τ dis que si d’un 


" 
4 


(98) 
point quelconque de DE, comme de Ἐς, on mène EG pro- 
longée jusqu'en H, on aura 
ΠΕ HG 
EK GK 
XXXVI. Soit un demi-cercle décrit sur AB, et (la corde) 


CD parallèle à AB; qu'on mène les perpendiculaires 


CE, DG; je dis que AE = GB. 
XXX VII. Soit un demi-cercle décrit sur AB; que l'on 
mène CD d'un point C quelconque (pris sur AB prolongé), 


D ς 
Ξε \ 


Ἐν 


un Ὅτ 
puis la perpendiculaire DE; je dis que l'on aura 

| AG = CD + (AC + CB) AE. 

- XXXVIIL. Un parallélogramme AD étant donné de 
position, mener d'un point donné E (de la base BD du 


parallélogramme) la droite EF qui fasse le triangle FCG 


égal au parallélogramme. 


I LIVRE DES PORISMES. 


Les dix cas de la proposition des quatre droites. 


Porisme 1. — Lorsque deux droites SA, SB sont cou- 
pées par une troisième en À et B, si l’on prend sur celle-ci 
deux points P, Q situés, respectivement, du méme cété 
des points À et B, et un troisième point P, situé en dehors 
du segment PQ, et déterminé 
par da relation 


α pP = PQ ὁ 
π᾿ PA QB 
Ὁ P À Q F qu'ensuite on fasse tourner au- 


tour de ce point une transversale qui rencontre les droites 
données SA, SB en a et b; et qu'on mène les droites Pa, 
Qb qui se coupent en m : ce point est situé sur une droite 
donnée de position. 

En effet, le Lemme 1 (proposition 127) exprime préci- 
sément que la droite qui joint le point S au point mn est 
parallèle à AB; d’où résulte l’énoncé du Porisme. 

Nota. Les lettres S, A, B, p, P, Ὁ, a, b, m de notre 
figure et la proportion a = δε correspondent aux lettres 
H,G,C, A,F,D. E, B,K et à la proportion πὶ ee -- de 


la traduction de Pappus par Commandin {que nous citons 
toujours, à défaut du texte resté manuscrit). 

Nous ferons observer que le Porisme subsisterait, c’est-à- 
dire que le lieu du point m1 serait encore une droite paral- 


- 
1° 
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lèle à AB, si les points P, Q se trouvaient respectivement 
de côtés différents de A et B, pourvu qu’alors on prit sur le 
segment PQ, et non en dehors, le point p satisfaisant tou- 
jours, bien entendu, à la proportion. 

Si nous n'avons pas fait mention de ce cas, qui compléte- 
rait l'énoncé dont le Porisme est susceptible, c'est qu'il n’est 
pas indiqué dans les figures du Lemme de Pappus, qui toutes 
(au nombre de cinq) présentent les points P, Q du même 
côté de Α et B respectivement. 

Il est à croire qu'Euclide, qui se bornaït à répandre dans 
ses Porismes le germe de propositions fécondes, n’a donné 
qu’un des deux cas que comporte le sujet, parce que l’autre 
cas ne demandait aucun changement à la démonstration. 

Dans la Géométrie moderne, il n’y ἃ pas lieu de distin- 
guer les deux cas dont 1] s’agit : on les renferme tacite- 

oP PA 


ment dans la seule proportion 20 = 58 en attribuant des 
ρ 


signes aux segments : car il résulte de cette simple conven-" 


tion (en supposant la proportion écrite comme on la voit), 
que le point p, qui à défaut des signes aurait toujours deux 
positions, n’en ἃ plus qu'une, savoir: en dehors des points 
P et Q quand les segments PA et QB sont dirigés dans le 
même sens, et entre les points P et Q quand ces segments 
sont dirigés en sens contraire. 

On conçoit combien les géomètres grecs ont dû souvent 
ètre embarrassés de difficultés que ce principe des signes fait 
disparaître dans la Géométrie moderne. 


Porisme I. — On donne deux droites SA, SB et deux 
: points P, Ὁ: une parallèle quelconque 
AS à la droite qui joint ces deux points, 


rencontre les deux droites données en a 
et b; on mène les droites Pa, Qb qui 
se coupent en Mm: ce point m est Situé 
sur une droite donnée de position. 


( τοι } 

La démonstration se trouve dans le Lemme IT (proposi- 
tion 128). Car, d'après ce Lemme, la droite Sm rencontre 
la droite AB en un point R déterminé par la proportion 

BA ΩΡ 
AR TUPR: 


el qui par conséquent est fixe. Le point #2 se trouve donc 
sur une droite SR déterminée de position. €. 9. Fr. Ὁ. 
Nota. Le quadrilatère a 8 bm de notre figure, et les 


points À, B, Q, P,R, sont dans Pappus DHBK et E, À, C, 


τ F: et la proportion ci-dessus est ὋΣ — αὐ: 
Ἰ 5] EF. GF 
Porisme ΠΙ. — Étant donnés deux droites parallèles 


AX, BY et trois points p, P, Q 
situés en ligne droite; si autour 
du point p on fait tourner une 
transversale qui rencontre les 
deux droites en ἃ et Ὁ, et qu'on 
mène les deux Pa, Qb qui se 


coupent en πὶ: ce point m est situe sur une droite donnée 


de position. 

Conséquence du Lemme IF (proposition 129). En 
effet, qu'on mène par le point »# une parallèle aux dèux 
droites AX, BY, qui rencontre la droite PQ en R, et la 
transversale pab en ὃ: on ἃ, d’après le Lemme III, appli- 
qué aux trois droites #7 Q, mR, mP coupées par les deux 


droites p PQ, p ab, 


pP:QP. pa ba 
PR'QR pe be 


Mais, à cause des parallèles, le deuxième membre est égal 


, pA BA 
à 5 : τ Donc 
pl  QP_ pA. BA 


αἴ OR AN ER 


< 
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ou 


ee 
BR  pP.BA 


Ce qui prouve que le point R est indépendant de la direc- 
tion de la transversale p ab. Donc, etc. 

Porisme IV. — Étant donnés deux droites SA, SB 
et trois points p, P, Q situés en ligne droite; si autour 
du premier p on fait tourner une 
transversale qui rencontre les deux 
droites en aetb; puis, qu'on mène 
les droites Pa, QD qui se rencon- 
trent en τὰ : ce point m est situé 


sur une droite donnée de position. 

Ce Porisme est le cas général de la question des quatre 
droites. Il se conclut immédiatement du Lemme IV (pro- 
position 130), qui exprime une des relations à six segments 
existantes entre les six points de section des côtés et des 
diagonales d’un quadrilatère, tel que aSbm, par une trans- 


versale. Ici cette relation devient 
OP-B5-RA = APR ΡΟ. 
Pappus l'écrit sous forme d'égalité de deux rapports de ree- 
tangles faits sur les segments, en y introduisant le facteur 
p R, ainsi : 
pR.QP _oR.BA 
pbQ.RP pB.AR 


Le point m se trouve donc toujours sur la droite SR dont 
la position est déterminée par cette égalité. ©. @. Fr. D. 
Nota. Le quadrilatère a S bm et les points A, B,Q, P, 
p, R sont dans Pappus KGLH, et E, D, B, C, A, F, et la 
relation de segments est 
AF.BC  AF.DE 
AB.FC  AD.EF 
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Porisme V. — Lorsque deux droites SA, SB en rencon- 
trent une troisième en À et B, si l’on prend sur celle-ci 
deux points p, P, tels, que l’on ait 


ΒΕ ἘΞ ΡΒ. 
PL 7 τ ΝΣ 


qu'autour du point p on fasse tourner une droite qui ren- 
contre SA, SB, en ἃ, b, et qu'on mène les deux droites 


Pa, Ab qui se coupent en m : ce point sera sur une droite 
donnée de position. 


En effet, d’après le Lemme V (proposition 131), les trois 
points p, S, m sont sur une mème droite; c'est-à-dire que 
le point m est situé sur la droite pS donnée de position. 

ΟΣ Form 

Porisme VI. — Étant données deux droites SA, SB, 
si l’on mène parallèlement à la base AB 
une droite qui les rencontre en a et Ὁ: 
puis, les deux droites Ab et Ba qui se 
coupent en m : ce point τὰ ést situé sur 


“ hi : , δες 
I" À une droite donnée de position. 


A R B 


Ce cas est la conséquence immédiate du 
Lemme VE (proposition 132) qui exprime que quand les 
côtés d’un triangle sont coupés par une parallèle à la base, 
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les droites menées des extrémités de la base aux deux points 
de section des côtés, se rencontrent sur la droite menée du 
sommet au milieu de la base. 

Observation. Quelque simple et élémentaire que soit ce 
cas particulier, il n’y ἃ pas de raison de croire qu'il ne figu- 
rait pas dans l'ouvrage d’Euclide, puisque Pappus ἃ jugé à 
propos de donner un Lemme non moins simple, qui en est 
l'expression évidente. 

De plus, il est ἃ considérer qu'au temps d’Euclide on ne 
regardait pas deux droites parallèles comme présentant un 
cas particulier de deux droites concourantes en un point, ni 
comme donnant lieu, dans une proposition de Géométrie, 
aux mêmes conséquences que ces dernières. I fallait tou- 
jours une démonstration spéciale, qui pouvait différer de la 
démonstration du cas des droites concourantes; et c'est ce 
qui a lieu dans ce Porisme. 

Il parait que ce fut Desargues, qui, vers le premier tiers 
du xvr° siècle, introduisit, à cet égard, dans la Géométrie 
des idées de généralisation si heureuses et si conformes à 


l'esprit des Mathématiques (1). 


- Porisme VII. — Deux droites SA, SB sont données, et 
sur une transversale AB on prend deux points p, P, tels, 
er que l’on ait 


si autour du point p on fait tour- 
ner une droite qui rencontre SA, 
SBenaetb; puis, qu'on mène les 
deux droites Pa, Ab qui se coupent en m : ce point m sera 
situé sur une droite donnée de position. 


Ce Porisme est la conséquence immédiate du Lemme VII 


(1) V. Traité des propriétés projectives des figures, de M. Poncelet, p. 98 et 
30, — Apercu historique, p. 76. 
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(proposition 133), d'après lequel la droite Sm est parallèle 
à la base AB. 

Nota. Les lettres S, A, B, P, p, a, b, m de la présente 
figure sont F, A, D, C, B, E, H et G dans Pappus. 

Observation. En s'appuyant sur la réciproque de ce 
Lemme VII, on en conclurait le Porisme suivant : 

Étant données deux droites SA, SB, et sur la droite 
AB un point P, on mène à AB, des 
parallèles dont chacune rencontre 
SA, SB en a et Ὁ: puis, on joint les 
points À et b, P et a, par des droites 
qui se coupent 6 Τὴ : ce point est situé 
sur une droite donnée de position. 

En effet, d’après la réciproque du Lemme, la droite Sm 
rencontre la base AB en un point fixe R que détermine 
la relation 


RA — RB.RP. 
Porisme VIII. — Quand deux droites SA, SB, sont 


données, ainsi que deux points p, Q ; si autour du point & 
on fait tourner une transversale qui rencontre les deux 
droites en deux points a, b; que 
par le premier on mène une pa- 
rallèle aP à la droite pQ, et par 
le deuxième la droite bQ qui 
coupe la parallèle en m : ce point 
m est situé sur une droite donnée 


de position. 
Soit R le point d'intersection des droites Sm et AB, et 
c celui de a P et SB: on ἃ. par les triangles semblables, 


an, 
one 


AB ac ΡΒ ας 
ΑΒ Ὁ 


Donc 
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Ainsi la droite Sm passe toujours par un mème point R 
déterminé par cette proportion; et le point m se trouve 
sur une droite donnée de position. εὐ Ὁ. #29. 

Autrement. La démonstration du Porisme se peut encore 
conclure de la réciproque du [°° Lemme de Pappus ; la pro- 
portion qui vient d’être démontrée résulte du parallélisme 
des lignes pQ et am, d’après cette réciproque. 

Nota. Le quadrilatère aS bm et les points A, B, Q,p, ἢ 
sont indiqués dans Pappus, KEBH et F, A, C, D, G; et la 


proporti on est 


AF AD 
τῆνον ΡΣ 
Elle répond, letire pour lettre, à la précédente renversée 
BA Βρ 
AR ρ 
Porisme IX. — Étant donnés deux droites SA, SB et 


trois points p, P, Q situés sur une troisième droite paral- 
lèle à l’une des premières SB, autour du point p on fait 
tourner une droite qui rencontre SA, 
SB en ἃ et b; par ces points on mène 
les droites aP, bQ qui se coupent en 
ee Ur point τὰ τ δ point est Sur urie 
Pet *®  * droite donnée de position. 
En effet, menons la droite Sm qui rencontre PQ en R. 

On a dans le triangle ASR coupé par la droite Pma, 

PA MR 48 _, 

PR "S aA 


Or, én vertu des triangles semblables, 
mR __QR aS __Sb 


à —— 


cu nf Nr t —— — 
mS be ὶ a À A p 


i 
l'équation précédente devient donc 


PA OR S b ue 


PR δὲ ἌΑρβπι 


’ 
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PR .1..PAr 
QR  Ap 


ou 


Ainsi le point ἢ est donné, c’est-à-dire que sa position 
est fixée par les conditions seules de l’énoncé : ce qui dé- 
montre le Porisme. 

Observation. Le théorème cité sur le triangle coupé par 
une transversale, était bien connu des Anciens.On le trouve, 
comme on sait, dans les Sphériques de Ménélaus et dans 
l’Almageste de Piolémée. Pappus le démontre dans son 
VIII: Livre (1): il s'en sert pour la démonstration du 
I: Lemme sur les Porismes; et, de plus, dans le cours de 
celle du IV° Lemme, il établit la réciproque, en faisant 
voir que si trois points pris sur les côtés d’un triangle 
sausfont à la relation de segments qui constitue le théo- 
rème en question, ces trois points sont en ligne droite (2). 
Il y a lieu de penser qu'Euclide lui-même faisait usage du 
théorème, et que c'est par cette raison que Pappus ne 
fait pas difficulté de l’employer dans ses Lemmes sans le 
démontrer. 

Porisme X. — Étant donnés deux droites parallèles 
AX, BY, et trois points p, P, Q situés sur une méme 
droite parallèle aux premières, autour du point p on fait 
tourner une droite qui rencontre AX, BY 


B b χ 
7 en a etb; par ces points on mène les deux 


re - droites aP, bQ qui se coupent en τὰ : le 


lieu de ce point est une droite donnée de 


position. 


En effet, on ἃ dans le triangle p b Q coupé par la droite 


Pa 
mb LA ab Per 


ΠΕ ap "PQ 


(1) Apercu historique, p. 291. 
(2) M. Breton (de Champ) a fait cette remarque; V. Journal de Mathéma- 
tiques de M. Liouville, t. XX, ann. 1895, p. 220 οἱ 223. 
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Le deuxième membre de cette égalité est constant. Done 
le rapport de mb à mQ est constant. Donc le point mn est 
sur une droite parallèle à BY, et déterminée de position. 


ὃ. ὌΠ ΕΠ Σ 
Observations relatives aux dix Porismes précédents. 


Tels nous paraissent être, parmi les cas très-muluipliés 
de la question des quatre droites, les dix cas qui se sont 
trouvés dans les Porismes d’Euclide. Les sept premiers se 
concluent si naturellement des sept premiers Lemmes de 
Pappus, que nous avons dù voir dans ce fait une raison 
décisive pour fixer notre choix et adopter l’ordre dans 
lequel nous les avons placés; d'autant plus que les Lem- 
mes qui viennent ensuite donnent lieu, dans l’ordre même 
de Pappus, à des Porismes qui appartiennent aux genres 
qu'il a décrits subséquemment, comme nous l'avons déjà 
dit (5 X, τη). 

Mais il ne suffisait pas, selon nous, d’avoir rétabli d’une 
manière très-probable ces dix Porismes. Pourquoi Euclide 
avait-il choisi ces propositions seules? Pourquoi avait-il 
exclu les autres? C’est ce qu’il fallait examiner. Cette étude 
sur la pensée et l’œuvre d'Euclide n’était pas sans intérêt. 
Voici les considérations auxquelles elle nous a conduit. 

On remarque qu'il existe, dans toutes les figures des pro- 
positions dont il s’agit, d’une part, un quadrilatère Samb 
(sauf le nombre relativement petit des cas où les deux droi- 
tes données SA, SB sont parallèles, ce dont nous parlerons 
plus tard); et d'autre part, trois points p, P, Q situés tou- 
jours en ligne droite, et que, pour abréger, nous appelle- 
rons pôles. La diversité des Porismes auxquels donne lieu 
la question doit donc provenir des différentes positions que 
la droite des pôles peut prendre par rapport au quadrila- 
ière, 
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Euclide parait s’ètre proposé de présenter, outre le cas 
général, trois classes de cas particuliers bien distingués par 
les positions de cette droite. Premièrement, la droite des 
pôles est parallèle aux côtés et aux diagonales du quadrila- 
tère Samb; secondement, cette droite passe par un ou par 
deux des trois points de concours soit des côtés opposés, 
soit des diagonales du quadrilatère:; et troisièmement, ces 
deux conditions sont simultanées, c’est-à-dire que la droite 
des pôles passe par un ou par deux de ces trois points de 
concours, et est en même temps parallèle à un côté ou à 
une diagonale. 

Ajoutons que dans l’énumération des cas auxquels don- 
nent lieu ces trois hypothèses, l’auteur des Porismes ἃ écarté 
tous ceux dont la démonstration serait la même que celle 
d’un cas déjà donné. 

Ce sont, je ne puis en douter, ces motifs qui ont dirigé 
Euclide dans le choix de ses dix Porismes. 

En effet, le cas général est le Porisme IV qui repose sur 
la relation générale à six segments entre les six points 
de section des côtés et des deux diagonales du quadrila- 
tère par la ligne des pôles. 

Dans le Porisme I, la diagonale Sym, c’est-à-dire la droite 
lieu du poirit ", se trouve parallèle à la ligne des pôles. Pour 
que cela arrive, il faut qu'il y ait entre les trois pôles une 
certaine relation qui fait le sujet du Lemme I. 

Dans le Porisme Il, la droite des pôles est parallèle à 
l’autre diagonale ab du quadrilatère; ou, ce qui revient au 
même, le point p est à l'infini. 

Dans le Porisme VII, la droite des pôles est parallèle au 
côté am du quadrilatère, auquel cas le point P est à l'infini. 

Dans le Porisme IX, la droite des pôles est parallèle à la 
droite SB. 

Tels sont les quatre cas auxquels donne lieu la première 
des positions caractérisées ci-dessus, c’est-à-dire le parallé- 
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lisme de la droite des pôles avec l’un des côtés ou l’une des 
diagonales du quadrilatère. 

Trois Porismes se rapportent aux deux autres positions 
indiquées. 

Dans le Porisme V, la droite des pôles contient à la fois 
le point de concours des deux diagonales Sm, ab et celui 
des deux côtés Sa, bm; il en résulte que la droite lieu du 
point mn, passe par le point p, en même temps que le point 
Q coïncide avec le point A. 

Dans le Porisme VI, la droite des pôles passe par les points 
de concours des côtés opposés du quadrilatère Samb, et 
est, en même temps, parallèle à la diagonale αὖ: en d'autres 
termes, les pôles Q et P coïncident, respectivement, avec 
les points À et B, et le point p est à l'infini. 

Dans le Porisme VII, enfin, la droite des pôles passe par 
le point de concours des côtés Sa, bm (de sorte que Q 
coïncide avec À), et elle est parallèle à la diagonale Sm. 

Ces huit Porismes dérivent, comme on le voit, de la con- 
sidérauon du quadrilatère 5 amb. Les Porismes ΠΠ et X, qui 
complètent le nombre des dix cas annoncés par Pappus, se 
rapportent aux cas dans lesquels le quadrilatère cesse d’exis- 
ter parce que les deux droites SA, SB sont parallèles. C’est 
ce que nous pouvons exprimer simplement aujourd'hui en 
disant que le sommet 5 du quadrilatère se trouve à l'infini. 

Revenons au quadrilatère pour rechercher les cas omis 
par Euclide. Ce sont tous ceux qui résultent des positions 
suivantes de la droite des pôles : 1° quand cette ligne passe 
simplement par un seul des trois points de concours des 
côtés opposés ou des diagonales du quadrilatère, sans qu'on 
l'assujettisse à être parallèle à aucun côté; 2° quand elle 
passe par les deux points de concours des côtés opposés, sans 
condition de parallélisme; 3° lorsqu’enfin elle passe par le 
sommet 5. du quadrilatère, avec ou sans condition de pa- 
rallélisme. 


"TER 

Telles sont les trois espèces de positions omises par Eu- 
chide. Voici les raisons de cette omission. 

Pour la première espèce, la démonstration est absolument 
la mème que pour le cas général (Porisme IV); car l'équation 
à six segments sur laquelle repose la démonstration, subsiste 
entre les six mêmes segments, quand la transversale qui 
coupe le quadrilatère passe par un point de concours, soit 
de deux côtés opposés, soit des deux diagonales. Aussi 
voyons-nous que Pappus ἃ compris ce cas particulier dans 
son Lemme IV, en le représentant par une des huit figures 
auxquelles la démonstration s'applique. 

Dans la deuxième espèce la démonstration subsiste encore; 
seulement la relation à six segments se réduit à quatre, parce 
que deux segments deviennent égaux (sans être infinis). 

Enfin, si Euclide n’a pas considéré les positions qui 
feraient passer la droite des pôles par le sommet S du qua- 
drilatère, c'est que les Porismes qui peuvent en résulter ne 
seraient, à l'égard du point p, que des cas particuliers d’un 
Porisme général qui devait se trouver plus loin: car 1] est 
indiqué, d'une manière non douteuse, par les Lemmes XII 
et ΧΠῚ de Pappus. Dans ce Porisme les données sont les 
mêmes quant aux deux droites SA, SB et aux pôles P, Q 
pris en ligne droite avec le point S : mais le point p, au 
lieu de se trouver nécessairement sur cette droite, a une 
position quelconque, qui peut être sur la droite comme au 
dehors (1). Et puisque Euclide a omis, ainsi que nous l’a- 
vons dit, les Porisimes dont la démonstration n’aurait été 
que la répétition de celle d’un cas plus général, nous devons 
penser que c’est par la même raison qu'il a passé sous si- 
lence les cas de la proposition des quatre droites dont il 
s’agit. 

On reconnaitra que ces omissions et les motifs qui nous 


(6) Voir, οἱ après, le Porisme XXWV. 
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paraissent les justifier, se pouvaient prévoir d’après certains 
passages de Pappus, notamment celui dans lequel il dit 
qu'Euclide ne donne jamais qu'une démonstration des choses 
que renferme son ouvrage; ce qui veut dire qu'Euclide ne 
donne jamais deux fois la même démonstration. Car c’est 
dans ce sens que nous devons entendre ce passage : « Bien 
» que chacune de ces propositions soit susceptible d’un cer- 
» tain nombre de démonstrations, comme nous le faisons 
» voir, Euclide n’en donne qu’une, qui est toujours la plus 
» claire. » 

Pappus dit, « comme nous le faisons voir », parce que 
dans plusieurs Lemmes il donne les figures qui se rappor- 
tent à des cas d’une même proposition dont les différences 
ne dépendent que des positions relatives des diverses par- 
ties de la figure. C’est ce qu'Euclide ne faisait pas. 

Il est à croire que les propositions que ces « géomètres 
peu expérimentés », dont parle Pappus, ont ajoutées à celles 
d'Euclide, étaient du nombre de ces cas particuliers omis 
à dessein par l’auteur des Porismes, comme susceptibles de 
la même démonstration qu’une proposition déjà démontrée. 

A ce sujet, nous ajouterons que, si, conformément au 
langage et aux doctrines de la Géométrie moderne, nous 
avons parlé des dix Porismes des quatre droites comme de 
dix cas d’une mème proposition, ce n’est pas ainsi qu'Eu- 
clide et Pappus les considéraient. Dans plusieurs de ces 
propositions des points disparaïissaient en passant à l’in- 
fini, ce qui constituait, au temps d'Euclide, des proposi- 
tions distinctes, et toutes, par suite, demandaient une 
démonstration différente : c’est ce qu'on peut remarquer 
dans les Lemmes de Pappus. Aussi cet auteur en annonçant 
qu'il a reconnu que ces dix Porismes peuvent être renfermés 
dans un seul énoncé, ne dit pas que ce sont dix cas d’une 
mème proposition, mais bien dix Porismes analogues entre 
eux, ou de même espèce. Et, en effet, pour les renfermer 
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ainsi dans un seul énoncé, il a dû réunir deux hypothèses 
différentes, l’une où figurent trois points, et celle où il n'y 
en a plus que deux et une condition de parallélisme. 

Notre restitution des dix Porismes d'Euclide diffère à 
beaucoup d’égards de celle de Simson. La cause principale 
du désaccord nous parait provenir de ce que ce géomètre, 
dans son travail, n'a pas pris pour base les Lemmes de 
Pappus, et par conséquent n’a pas cherché à faire choix 
des propositions qui se pouvaient conclure naturellement 
de ces Lemmes. Aussi ne s'est-il servi des Lemmes que 
pour la démonstration de trois de ses dix propositions, et 
même, pour ainsi dire, incidemment, et sans qu'il y eût 
une connexion marquée entre les Lemmes et les proposi- 
tions. 

Cinq seulement des dix propositions de Simson se retrou- 
vent parmi les nôtres ; ce sont : les 2°, 4°, 5°, 0° et ro° : elles 
coïncident avec nos 8°, 10°, 9°, 3° et 4°. Mais le plus sou- 
vent, dans ces propositions identiques, les démonstrations 
sont différentes de part et d’autre. 

Parmi les cinq autres propositions du géomètre anglais, 
il s’en trouve une, la 3°, que nous croyons n'avoir pas pu 
faire partie de la proposition des quatre droites. C’est le cas 
dans lequel l’une des deux droites données SA, SB est située 
à l'infini. Car si les Anciens ne regardaient pas un point 
situé à l’infini, comme un cas particulier d’un point consi- 
déré d’abord à distance finie, ainsi que nous l’avons dit pré- 
cédemment, on conçoit qu’à plus forte raison ils n’ont point 
dû regarder l'infini comme une droite, ni mème comme 
donnant lieu à des propriétés analogues aux propriétés des 
droites. 

Maïs si la proposition de Simson n'a pu se trouver parmi 
les cas de la proposition des quatre droites, néanmoins elle 
constitue, sous un énoncé différent, un Porisme qui certai- 


nement n’a point échappé à Euclide. Nous le croyons d’au- 
8 


ἘΠ 
tant plus, que ce Porisme, qui forme notre XXHH° ci- 
après, est une conséquence naturelle du Lemme ΧΙ de 


Pappus. 
I des Genres distingués par Pappus. 


Porisme ΧΙ. — Si de deux points donnés P, Q on 
mène deux droites PM, QM se coupant sur une droite LM 
«donnée de position, dont l’une PM interceple sur une 
droite donnée de position 
AX ,un segment À m comp- 
16 à partir d'un point donné 
A : on pourra trouver une 
autre droite A! Χ' et sur cette 
droite un point \', tels, que 
le segment Am’ fait par la 
droite ΟΜ sur A'X', sera au segment Am dans une raison 
donnée ἃ. 


5 : εἰ Am ὸ 
Puisqu’on doit avoir Ἔ -— À, les deux droites AX, 
7 


A'X' seront divisées en parties proportionnelles par les 
deux points m», m'; et deux points de division homologues 
seront à l'infini. Il s'ensuit que les deux droites AX, Α'Χ' 
sont parallèles aux droites menées des deux points P, Q à 
un certain point de la droite LM. Menant donc Pc pa- 
rallèle à AX, puis Qc, la droite cherchée A’X' sera paral- 
lèle à Qc. 

Ensuite, les deux points À et A’ seront deux points ho- 
mologues dans les deux divisions formées par les points 
m, m'. Par conséquent les droites PA, QA' se croisent sur 
la droite LM. Menant donc PA qui rencontre LM en a, 
puis la droite Q a, le point A’ sera sur cette droite. 


An 


ἢ : à ? 
Enfin, on doit avoir = À. Or les points ἃ et G’ où la 
ὲ 


7) 
droite AX et la droite cherchée Δ' Χ' rencontrent la base 


{π5) 


PQ sont deux points homologues dans les deux divisions de 


à G σῆς ας . 
ces droites; donc vo ΞΞ Ὁ: Ce qui détermine A/G en 
grandeur. 
ΤΙ suffit dès lors d'inscrire dans l’angle des deux droites 


PQ et Qa une droite parallèle à Qc et égale à = Cette 


droite satisfera à la question. 

En effet, considérant les quatre droites PE, Pc, PM, Pa, 
coupées par les droites LM et AG, on a, par le Corollaire I] 
des Lemmes ΠῚ et XI (1), 

Am aM cM 
HEUT ἀπ CE 

On a de mème, à l'égard des quatre droites issues du 
point Q, 

Am  aM cM 
AG aË°cE 


Ainsi 
ARS, A'm' Am AG 


rm ται LR EP pee À + 
Reader ἈΠΕ 


Le Porisme est donc démontré. 

Ce Porisme a été rétabli par Simson et forme la 23° pro- 
position du Traité De Porismatibus (p. 400). 

Porisme XII. — De chaque point M d’une droite LM 


donnée de position, on abaisse 


1,7) -*% une oblique Mm sous un angle 
M me] α' donné, sur une droite donnée de 
Y, position AX, sur laquelle le point 
+ A est donné, et du mëéme point M 

on mène une droïte à un point 
fixe Q : une raison À étant don- 
née, on pourra déterminer une 


(1) Voir ci-dessus, p. 53. 


ὃ- 
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droite Α' Χ' et sur cette droite le point A’, de manière que 
le segment A'n fait par la droite MQ sur A'X', sera 
au segment À m dans la raison À. 

Que par le point À on mène la droite À a parallèle aux 
obliques abaissées sur AX, et par le point a où cette droite 
rencontre LM, la droite aQ. Le point A’ sera silué sur 
cette droite. Que par le point Q on mène la droite QG 
parallèle aux obliques, qui rencontre AX en G, et que 
dans l'angle a QG on inscrive la droite A'G’ parallèle à 
LM et égale à λ. Δα. Cette droite et son point A’situé sur 
aQ satisferont à la question. 

En eflet, on a, par les triangles semblables, 


Am aM « A'm' aM 
= nn et = =, 
AG ag A'G' ag 
Donc 
Am A'm' τ γέ APE Α΄ σ΄ 
= ——; d'où ἘΞ = À. 
AG A'G Am AG 
Donc, etc 
Porisme XIII. — δὲ l’on fait tourner un angle mOm’ 


autour de son sommet, et que ses côtés rencontrent, res- 
pectivement, deux droites AX, A'X! en deux points m, m'; 
la première droite et le point À étant donnés, ainsi qu'une 
raison À : on pourra déterminer de 


LA 
X PTX! 
a’ 


\ 


position la deuxième droite Α' Χ' et 
sur cette droite le point Α΄, de ma- 
, nière que les deux segments A'n et 
À m sortent toujours entre eux dans la 


raison À. 

Qu'on fasse passer par le point A le premier côté de 
l'angle, et soit OA’ la direction du second côté; le point de- 
mandé À’ sera sur cette droite. Oa et Oa!’ étant les direc- 
tions des deux côtés de l’angle dans une de ses positions, que 
l’on inscrive dans l'angle Δ'Ὸ α' une droite Α' α΄ parallèle au 
second côté de l’angle considéré dans sa position [0 ΄ où son 


A 
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premier côté est parallèle à la droite AX, et que cette droite 
Aa’ soit égale à À. A a. Cette droite et le point Α' satisfe- 
ront à la question. 
En eflet, les deux triangles AOm et A'Om' sont sem- 
blables ; et de même les deux AO a, A'Ou'. Par conséquent 
Am A'm' Α΄ Α΄ α' 


== ou = —— Ξ 


Aa Aa ? Am Aa 


Donc, etc. 
11 Genre. 


Tel point est situé sur une droite donnée de position. 


Porisme XIV. — Quand dans un triangle on mène 
des parallèles à la base, et qu'on prend 


vise dans un rapport donné }, ces points 


= sur chacune d'elles le point m qui les di- 

a À) b Η : ἘΞ 
ὌΝ m sont sur une droite donnée de position. 
Soit ab une des parallèles à la base AB 


LITE B à . 
du triangle ACB; on prend le point m1 tel, 
᾿ . am s STE ES LM 
qu'on ait — — À. Qu'on mène Ja droite Cm qui rencontre 
mn 
ABenR:;ona 
3 

AR mb ) 
ΕΒ ρὲ il 


Ainsi le point R est fixe, et par conséquent la droite Cm 
est déterminée de position. Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme XV. — Quand un triangle abc a ses deux 
sommets a, b sur deux droites SA, SB 
données de position, si l’on construit 
un autre triangle a'b'c' ayant ses côtés 
parallèles à ceux du triangle abc, et 
ses deux sommets α΄. b' sur Les deux 
droites SA, SB, Le troisième sommet οἱ 
sera sur une droite donnée de position. 


En effet, qu'on mène la droite ce’, et 


(.128 
soit s le point où elle rencontre la droite SA; les deux tri- 
angles sac, sac! sont semblables: par conséquent, on ἃ 


sC ac 
sc! à’c | 
On ἃ, pareïllement, en appelant s, le point où la droite 
ce! rencontre 58, 


5,6 bc 
ἘΠ be 
Mais bc rdc 
415 = τγ' Donc 
sc sic 
sc — sc” 
d’où 
CT 
ot — ri SC ΞΞ S1c. 


Ce qui prouve que les deux points 5, δι n’en font qu'un, qui 
ne peut être que le point S, intersection des deux droites SA, 
SB. Ainsi le sommet c’ de chaque nouveau triangle αἱ δ' ο' 
est situé sur la droite Sc qui est donnée de position. Ce qui 
démontre le Porisme. 

Cororzame. On conclut de là que : Quand deux trian- 
gles semblables ont leurs côtés parallèles deux à deux, les 
trois droites qui joignent, deux à deux, les sommets homo- 
logues, concourent en un méme point. 

Porisme XVI. — Étant donnés deux droites SA, SB 
et quatre points P, Q, p et ΤΊ situés sur une autre droite, 
on fait tourner autour du point p une droite qui rencontre 
SA, SB en a et Ὁ: et l’on mène 
les deux droites Pa, Qb qui se 
coupent en un point m; la droite 
qui passe par ce point et par le 
quatrième point donné U ren- 


contre la droite tournante p ab 
en un point n : le licu de ce point est une droite donnée de 


position. 


\ 


(19) 
Cette proposition est une conséquence de celle des qua- 
tre droites exprimée d’une manière générale par le Po- 
risme IV. En effet, d’une part, d’après ce Porisme, le point 
m décrit une droite SR; et d’autre part, si l'on considère 
les deux droites SA, SR coupées en a et m1 par une transver- 
sale Pma, et les deux droites pa, Um tournant autour des 
deux points p et Üet se coupant en un point 715) ce point, 
d'après le mème Porisme IV, est sur une droite fixe passant 
par le point 5. Ce qui démontre le Porisme énoncé. 
Porisme XVII. — Étant donnés deux droites SA, SB 
et un point P, on mène des droites ab, parallèles entre 
elles, dansune direction donnée, dont 
δ chacune rencontre SA et SB en deux 
74 poinis a et b; puis, on mène par le 
point a la droite aP, et par le point 
b une parallèle à SP, laquelle rencon- 
tre aP en un point m:ce point est si- 


Ι 9 
Ῥ ἵν 


tué sur une droite donnée de position. 

Qu'on mène par le point P une parallèle aux droites αὖ, 
qui rencontrera SB en un point D, et par le point D la droite 
DM parallèle à SA, c’est sur cette drojte DM que se trouve 
le point μι. 

Ce Porisme n’est autre que le Lemme VIII (proposition 
134); car ce Lemme établit que la droite Dm qui joint les 
points m et D, déterminés comme il vient d’être dit, est pa- 
rallèle à SA. 

Donc, etc. 

Nota. Les lettres D, P,S, a, δι, m de notre figure cor- 
respondent aux lettres F, B, C, G, E, D de Pappus. 

Porisue XVIII. — Étant donnés trois droites SA, SB 


et SC issues d’un méme pointS, et deux 


points À, B sur les deux premières ; par 
ces points on mène deux droites paral- 
lèles Aa, Bb, qui rencontrent la droite 


B SCenaetb;et par ces derniers points, 


(120) 
des parallèles aux deux droites SB, SA, respectivement : 
le point d’intersection m de ces parallèles est situé sur une 
droite donnée de position. 

Ce Porisme se conclut du Lemme VIIT:; car la réciproque 
de ce Lemme fait voir que le point 77 est situé sur la droite 
AB. 

Nota. Les lettres A, 5, B, a, m, b de notre figure sont 
dans Pappus F, B, C, D, E, G. 


Porisme XIX. — Étant donnés un triangle ASB et un 
point p, on mène par ce point une droite qui rencontre 
ἢ SA ena et AB en P; par le point 

a une parallèle à AB, qui rencon- 

e/1 * tre SB en b; par le point b la 


droite bP; et enfin par le sommet 
PT A A ES du triangle la droite SM qui ren- 
contre la base AB en un point M déterminé par la propor- 
tion suivante, dans laquelle € est le point où la droite Sp 
rencontre AB, 
PA PB 
PC PM 


les deux droites bP δὲ SM se coupent en un point m situé 
sur une droite donnée de position. 

En effet, d’après le Lemme IX (proposition 135), cette 
droite est la parallèle à AB, menée par le point ρ. 

Porisue XX. — Étant donnés trois droites SA, SB, 
SC issues d’un même point S, et un point P, on mène des 
droites parallèles entre elles, dans une 
direction donnée, chacune desquelles 
rencontre les deux droites SA, SB en a et 
b; on joint ces points au point P par les 
droites Pa, Pb dont la première rencon- 


A © P mm gétre SC en ©, et par ce point on mène à 
ab, une parallèle qui coupe Pb en m: ce point est sur une 
droite donnée de position. 


(128) 

Ce Porisme est une seconde interprétation du Lemme IX; 
car si l’on mène la droïte Sn, et par le point P une pa- 
rallèle aux droites ab, laquelle rencontre les quatre droites 
issues du point S, en À, B, C et M, on a, d’après le Lemme, 
l'égalité 

PAP = PCPR. 
Ce qui prouve que la droite Sm est déterminée de position. 
Donc, etc. 

Remarque. Cette équation, comme nous l’avons dit 
dans l’analyse des Lemmes de Pappus (ci-dessus, p. 78), 
exprime que les deux couples de points A, M et B, C et le 
point P forment une involution dans laquelle le point P est 
le point central, ou, en d’autres termes, dans laquelle le 
conjugué du point P est à l'infini (1). 

Porisme XXI. — ϑὲ on déforme un quadrilatère en fai- 
sant tourner ses quatre côles autour des deux points de 
concours des côtés opposés, de manière que trois sommets 
du quadrilatère glissent sur trois droites fixes concourant 
en un méme point, le quatrième sommet décrit une droite 
donnée de position. 

Ce Porisme est une généralisation du précédent, 

ἢ dont 11 fait bien comprendre le 
sens. La démonstration résulte du 
Lemme III. 

Le quadrilatère est abmc; les 
points de concours des côtés opposés 
sont Pet Q; les trois sommets a, ὦ, c 
glissent sur les trois droites SA, SB, 
SC. La droite SQ rencontre les côtés 
ac, bm en get g'. Les trois droites 


issues du point Q, Ο πιο, Q ba, Qq'q 


coupées par les deux Pa, Pb don- 


{1) Géom. sup., p. +30. 
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nent d’après le Lemme IT, 


De mème, les trois droites SA, SC, SQ coupées par les deux 
Pa, PA, donnent 

eP gp CP. QP 

ca ga CA‘ QA 
et les trois droites SM, SB, 50 coupées par les deux Pb, 
Ph, 

mE JE. MP: OP 
Donc 

CP ΟΡ ΜΡ ΟΡ 

CA . QA = MB . QE’ 
ou 

MP  CP.QA 
MB — A0 
Ce qui prouve que le point M est fixe, et par conséquent 
que le point m se trouve sur une droite SM déterminée de 
position. ἘΠ τῶν ἘΣ τς 
Porisme XXII. — Étant donnés un triangle SAB et une 

raison À, si autour d’un point p pris sur la base AB du 
triangle on fait tourner une transversale qui rencontre les 
deux côtés SA, SB en a et b, et qu'on prenne sur cette 
droite le point m déterminé par la 


5 


relation 


ca πιὰ ὶ 
οὐ RS, D 


δ le point m sera sur une droite don- 
p 1 h née de position. 
Cela résulte du Lemme X (proposition 136). Car si l'on 


prend sur la base du triangle le point C déterminé par l'é- 


galité 


on aura 
pa.mb  pA.CB 
7 pB.CA 


ob.ma 


Or, d’après le Lemme, quand cette égalité ἃ lieu, la droite 
Cm passe par le point de concours des deux Aa, Ab, c’est- 
à-dire par le point S. Donc, etc. 

Porisme XXII. — Étant donnés une droite SA et trois 
points p, P, Q en ligne droite, si 
autour des deux ρ et P on fait 
tourner deux droites se coupant 
sur la droite SA; et que par le 
point Q on mène à la première 
pa une parallèle qui rencontrera 
la deuxième Pa en un point m : ce point sera sur une 


droite donnée de position. 

Cette proposition se démontre sur-le-champ au moyen du 
Lemme XI (proposition 137). En effet, que l’on mène la 
droite mR parallèle à la droite donnée SA, on aura d’après 
le Lemme, en considérant les trois droites mP, mQ, mR 
coupées par les transversales pP et pa, 


PR ,pQ_ pl _pR 
PR PO al AR 


Donc 


Donc le point R est fixe; et par suite, Le lieu du point m 
est la droite fixe RI parallèle à SA. ἃ: Ὁ. τ. 
Observation. C’est ce Porisme qu’on peut regarder, dans 
la Géométrie moderne, ainsi que nous l'avons dit ci-dessus 
(p.113), comme un cas particulier de la proposition gé- 
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nérale des quatre droites, celui où l’une des droites données 
SA, SB sur lesquelles se coupent les droites tournantes est 
à l'infini. 

Porisue XXIV. — Étant donnés un angle ASB et deux 
points P, Q en ligne droite avec le sommet S; si autour 
d'un autre point donné p on fait tour- 
ner une droite qui rencontre les deux 
côtés de l'angle en ἃ et Ὁ, et qu’on 
mène les deux droites P a, Qb qui se 
coupent en un point τὰ : ce point sera 
situé sur une droite donnée de posi- 


tion. 

Qu’on mène des droites du point p aux deux points P, Q: 
elles rencontrent les deux côtés de l’angle SB, SA, respecti- 
vement en C et D; c’est sur la droite CD que se trouve tou- 
jours le point m. 

Cela ressort immédiatement des Lemmes ΧΙ et XIII 
(propositions 138 et 139, où le point E représente le point 
p de la figure actuelle); du Lemme ΧΙ quand la trans- 
versale menée par le point p est parallèle à la base PSQ; 
et du Lemme XIII quand cette droite a une direction quel- 
conque. 

Corollaire 1. Considérons trois transversales pab, ρα' δ', 
pa" δ' menées par le point p. On a, d’après le Lemme ΠῚ, 
l'équation 

Sa: va’a Sb δον 


Sa.a” a Sb.b"b 
Sa! TRE Ξ Sp’ . ὑπ 0!" 


MST τὰ SEE 

Et réciproquement, d’après le Lemme X, quand cette 
équation a lieu, les trois droites ab, a’b', α δ' concourent 
toujours en un même point. On conclut donc, du Porisme 
précédent, ce théorème : 

Étant pris sur deux droites SA, SB deux systèmes 
de trois points a, a!, a! et b, b', b”, ayant entre eux la 


(F2) 

relation 

Sa.a”a' SEUL b: 

Sa’.a a  Sb.b"b° 
si de deux points P, Q, en ligne 
droite avec le point S, on mène 
les droites Pa, Qb qui se cou- 
pent en τὰ; α΄, QPb' qui se cou- 
pent en w, et Pa”, ΟἹ" qu se 
coupent en τοῦ : ces trois points 


m,m’, τη" seront en ligne droite. 


Corollaire II. Si l’on conçoit une droite S'B' parallèle 
à SB, qui rencontre les droites QS, Ὁ. ὁ, Ὁ δ΄, δ΄, en 8', 
ce, ο΄, c”, les segments 5 ὁ, b"b',... sont proportionnels à Sc, 


c’c’,...; de sorte qu’on a l'équation 


Sa.a” a’ S'c.c”c’ 


Sa'.a"a S'c.cc 
De là ce théorème, qui présente, dans l'hypothèse, quel- 
que chose de plus général que le précédent énoncé : 
Étant pris sur deux droites deux systèmes de quatre 
points S, a, α΄, a” et S’, c, ο΄, οἵ entre lesquels a lieu l’é- 


quation 
Sa.a' a’ S'c.c”’c 
Sa .a"a  S'c'.c"c? 


st de deux points P, Q pris arbitrairement sur la droite 

/ x DRE / Le ! “ 
SS’ on mène les droites Pa, Pa, Pa” et Qc, Qc, Qc 
les premières rencontreront, respectivement, les secondes 
en trois points m, τη΄. m” situés en ligne droite. 


Corollaire IIT. Les droites Q ὁ, Ὁ δ', Ὁ 27, dans le Co- 
rollaire I, rencontrent la droite SA en trois points εἰ, d',d”. 
On ἃ par le Lemme IT, entre ces points et ὦ, b', δ'. 


Sb.b"b _ Sd.d'd 


Sb'.b"t Sd .d'4 
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L’équation du Corollaire I devient donc 


56. α΄ α' Sd.d"d' 
Sa aa  Sd.d'd 
On en conclut que : 
Si l’on prend sur une droite SA, deux systèmes de trois 
points a, α΄, a”, et d, d’, 4", entre lesquels ait lieu l’équa- 
tion 


Sa.a"a __ Sd.d"d' Sa «’'a Sd d'"'d: 
ΑΘ ἡ τᾷ ): 


55 LESC AT 
puis, que de deux points quel- 
conques P, Q en ligne droite 
avec le point S, on mène les 
droites Pa, Pa, Pa” et Qd, 
Qd', Qd”: les trois premières 
de ces droites rencontrent, 
respectivement, les trois au- 


tres en trois points situés en 
ligne droite. | 

Porisme XXV. — Auiour de deux points fixes À, B 
on fait tourner deux droites dont le point de concours M 
est toujours sur une droite fixe 
LM ; ces droites rencontrent une 
autre droite fixe CX en deux 
points a, b; st de deux points P, 
Q donnés sur la droite LM, on 
mène les droites Pa, Qb qui se 


coupent en un point m : ce point 
est situé sur une droite donnée de position. 

En effet, concevons qu’on ait mené par les points À et 
B trois couples de droites se coupant, deux à deux, en M, 
M! et M” sur la droite LM, et rencontrant la droite CX 
en a, a, a” et ὃ, b', δ΄, Soit D le point de rencontre des deux 
droites LM et CX ; on a, par le Lemme IT, entre M, M’, M’ 
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et a, α΄, a”, 
DM MM Da ua. 
DM’ MM” Da” aa”? 
et de même, pour les trois points ὦ, δ', b”, 


DM MM Dé bb 
ὮΝ" ΜΜ Dé” bb" 
Donc 
Da ag, DE bb’ 
DA ar Dh bo 


Cette équation prouve, d’après le corollaire ΠῚ du Po- 
risme précédent, que les points de section des trois droites 
issues du point P par les trois issues du point Q, une à une 
respectivement, sont en ligne droite. Ce qui démontre le 
Porisme. 

En d’autres termes. Les deux points 4, b forment sur 
CX deux divisions homographiques, puisque les deux droi- 
tes À a, Bb se coupent toujours sur la droite LM (1). Par 
conséquent les deux droites Pa, Q ὦ forment deux fais- 
ceaux homographiques. Or ces deux faisceaux ont deux 
rayons correspondants coïncidents suivant la droite PQ, 
parce que les deux points 4, b coïncident en D sur la 
droite LM. Donc le point m décrit une droite (2). 

€, Q+ ἘΠῚ D. 

Observation. Ce Porisme est, sous un énoncé plus géné- 
ral, du même genre que le Porisme XVIIT, qui s’en con- 
clut, si l’on suppose que la troisième droite CX passe par 
le point de concours des deux AQ, BP et que la droite PQ 
soit à l'infini. 

Porisme XXVI. — Étant données deux droites AN, 
PQ qui se coupent en S, les points À, A’ et P,Q étant 


donnés sur ces droites, et une raison À étant aussi don- 


(1) Géom. sup., art. 104. 
(2) Ibid., art. τοῦ. 
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née; si l’on prend sur AA deux points variables n, n’ 
liés par la relation 


An 
55 Sn' 


le point de rencontre m des deux 
droites Pn, Qu’ est situé sur une 
droite donnée de position. 

En eflet, quon prenne deux 


points B, Β΄ ayant entre eux la 


relation 


on en conclut, en la rapprochant de la première, 


An.SB ἢ A'n'.SB’ 
ΑΒ. LSr AE 


Et cette équation prouve, d’après le corollaire ΠῚ du Po- 
risme XXIV, que le point m est situé sur la droite qui joint 
le point d’intersection des deux droites PA, QA’ au point 
d’intersection des deux ΡΒ, ΟΒ΄. 

Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme XXVII — Étant donnés deux droites LC, 
L'C', et sur ces droites deux systèmes de trois points : À, B, 
C sur la première et Α', B', C’, 
sur la seconde ; si autour de deux 
points P, Q situés sur la droite 
CC, on fait tourner deux droites 
rencontrant, respectivement, les 
droites LC, 116 en deux points 


n, π΄. tels, qu'on ait toujours l'égalité 


nA.CB n'A".C'B' 
8 ἸῸΝ τ ΠΕ 
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le point d'intersection de ces deux droites sera sur une 
droite donnée de position. 


Ce Porisme est une conséquence manifeste du Corol- 


laire IT du Porisme XXIV. 

Porisme XX VIII. — δὲ autour de deux points P et Q on 
fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite LM 
et qui rencontrent deux au- 
tres droites fixes CX, ΟΧ' en 
deux points n, n’, respecti- 
vement; puis, qu'on mène les 
deux droites Qn, Pn : Le 
point τὰ d'’intersection de ces 


dernières sera Sur une droite 


donnée de position. 

Qu'on mène les deux droites Ρ δ', Q ἃ aux points où Ja 
droite LM rencontre C'X’ et CX : ces droites PP", Qa 
coupent, respectivement, CX et C’X’ aux points b et a’, 
et c’est sur la droite ba’ que se trouvent les points m. 

En effet, on a, d'après le Lemme IIF, entre les deux 
séries de quatre points a, γι, ὃ, ( οἱ α, Μ, δ', Ἐ, 


an bn a aM ,b'M 


EC SEC Var" PE 
On a pareïllement 


a! n' ἔπ ες ar b'M 
a LPC, ab ΕΝ 


Donc 
an bn a'n L'n' Cb.na C'b'.n'a' 
ÉLC. aeanc “"'e Carnb Can 
Donc le point d'intersection des deux droites Pn!’, Q7 dé- 
crit une droite (Porisme XXIV). 
Cette droite est évidemment α' ὦ. Car si le point # coïn- 
cide avec b, n' coïncide avec δ΄. Par conséquent le point 
d’intersection des deux droites PB! et Οὗ, c’est-à-dire b, 


9 
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se trouve sur la droite, lieu du point m; et il en est de 
mème du point a’. 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Plus brièvement. Les deux rayons PM, QM forment deux 
faisceaux homographiques (1); par suite, les deux points », 
n' forment deux divisions homographiques; et les deux 
rayons Pn', Qn forment deux faisceaux homographiques : 
leur point d’intersection décrit une droite, parce que les 
deux rayons coïncidents PC’ et QC se correspondent {3}: 
Donc, etc. 

Porisue XXIX. — Étant donnés deux angles ABF, 
ADF, οἱ par leurs sommets B et D 
on mène deux droites quelconques, 
dont la première rencontre les deux 
côtés de l’angle D en M et C, et ἴα 
deuxième les côtés de l’angle B en 
K et E: les deux droites MK et CE 


concourent en un point G situé sur 


ον 


une droite déterminée de position. 

Ce Porisme résulte immédiatement, de même que le 
Porisme XXIV. des Lemmes ΧΠ et XIIT; savoir : du 
Lemme XII quand les côtés BA et DF des deux angles sont 
parallèles ; et du Lemme XIIT quand la position des deux 
angles est tout à fait arbitraire. 

Porisme XXX. — Yhéorème général de Pappus (3). 

Soient 0, P,Q,..., R les pôles fives et en ligne droite 
autour desquels tournent » droites variables, de manière 
que (γι — 1) de leurs points d'intersection glissent sur au- 
tant de droites fixes. 

Dans l'hypothèse particulière par laquelle Pappus com- 


" 


(1) Géom. sup., art. 104. 
(2) Ibid,, art. 105. 
‘3) Voir ci-dessus p. 17 et 23. 
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mence l'énoncé de la proposition, ces (7 — 1) points appar- 
tiennent à une même droite tournante, par exemple à celle 
qui tourne autour du point p. Alors il est évident que la 
proposition ne dit rien de plus que celle d'Euclide. 
Passons donc au cas général, où les (7 —1) points qui 
glissent sur les droites fixes, sont pris d’une manière quel- 


m— 


: ñ 1) ν ἀπ 
conque parmi le nombre total ! des points d'inter- 


section des droites tournantes, pourvu toutefois que chaque 
droite ait toujours au moins un de ses points de concours 
avec les autres droites mobiles, sur une des droites fixes. 

Concevons, indépendamment des droites tournantes et 
des droites fixes, un axe L mené arbitrairement, et qui ren- 
contre la droite des pôles en un point S. Considérons deux 
droites tournantes, dont le point de concours soit sur une 
des droites fixes, les deux qui tournent autour des deux 
points ρ et P; soient ας α΄, α΄ les points où elles se cou- 
pent sur la droite fixe, dans trois de leurs positions succes- 
sives; ces droites rencontrent l’axe L en des couples de 
points que nous appellerons a, ὦ dans la première position ; 
α΄. δ' dans la seconde position ; et 4”, δ᾽ dans la troisième 
position. 

Soit Α le point où la droite fixe rencontre la droite des 
pôles ; on a, d’après le Corollaire 1 dn Lemme III (p. 82), 


Sa ,a”a _ Aa x” x 

Sa'*a"a Αἰ * ax? 
et 

Sb bb Aa aa 

Sb Bb A ne 
Donc 


Sa, a“a τ δ . δ΄ ὃ 
COMPTA OU ALU 


La droite qui tourne autour du point ρ détermine les po- 
siions successives de celle qui tourne autour du point P. 


9. 
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Pareillement, celle-ci détermine les positions successives 
d’une troisième qu'elle rencontre sur une des droites fixes, 
par exemple de celle qui tourne autour du point Q; soient 
c, ο΄, ο΄ les points dans lesquels cette droite, dans les trois 
positions qu’elle prend, rencontre l’axe L; on aura, comme 


ci-dessus, 
SALE DC ΟἿ 
SUR SC Eee 
Et de même, à l'égard de la quatrième droite tournante 
dont les positions sont déterminées par la troisième, 


DC δ΄ 8 δε ΘΙ El 


Sd'° d'd' 


4 


Il existe donc autant d'équations moins une que de droï- 
tes tournantes. Or, on voit que tous les membres de ces 
équations sont égaux entre eux. Par conséquent, on a une 
équation semblable entre les points marqués sur l’axe L 
par deux quelconques des » droites tournantes, par exem- 
ple l’équation 

Sa ,a”a Sd d'd 


Sa a Sd d'd 
relativement à la première et à la quatrième droite tour- 
nante. 

Mais cette équation prouve, d’après le Corollaire HI du 
Porisme XXIV, que les points d’intersection des deux droi- 
tes tournantes considérées dans leurs trois positions respec- 
tives sont en ligne droite. Ce qui démontre le Porisme. 

Plus brièvement. Deux droites tournantes, dont le point 
d’intersection glisse sur une des droites données, forment 
deux faisceaux homographiques qui ont deux rayons ho- 
mologues coïncidents suivant la droite des pôles (1); 1] 
s'ensuit que les faisceaux formés par deux droites tour- 


(1) Géom. sup., p. 71, art, 104. 


199] 
nantes quelconques, non consécutives, sont aussi homo- 
graphiques entre eux, et ont deux rayons homologues 
coïncidents suivant la droite des pôles. Par conséquent le 
point d’intersection de ces deux droites décrit une droite (1). 
Ce qui démontre le théorème. 


11" Genre. 


Le rapport de telle droite à telle autre droite est donné. 


Porisme XXXI. — δὲ de chaque point M d’une droite 
LM donnée de position, on abaisse sur deux autres droites 
AX, A'X' des obliques Mm, Mni sous des angles donnés ; 
le point À étant donné sur AX : on peut trouver le point 
A' sur Α' Χ' et une raison À, tels, que 
le rapport des segments Am, A/m’ soit 
toujours égal à la raison 1. 

Soit a le point de la droite L dont l’o- 
blique abaissée sur AX tombe en A, et 
soit A’ le pied de l’oblique abaissée de 
ce point a sur Α' Χ' ; A’ est le point 
cherché. Quant à la raison À, soit E le 
point où la droite L rencontre la droite A X, et EE l’obli- 
que abaissée de ce point sur A’ Χ', on aura 


AE 
ru 
En effet, 
Am aM Am 
AE ME ΑΕΓ 
D'où 


Am "AE 


Am AE 


Donc etc. 


(1) Géom. sup., art, τοῦ, 


(134) 

Porisme XXXIT. — δὲ de deux points fixes P, Q pris 
sur les côtés CB, CA d’un paral- 
lélogramme CASB, en ligne droite 
avec le sommet S, on mène des 
droites à chaque point M d’une 
droite fixe LC passant par le som- 
met C du parallélogramme : ces 
droites formeront, respectivement, 
sur les deux côtés SA, SB, deux 
segments Sm, Sm', dont le rapport est déterminé. 

Menons par les points P et Q les parallèles à la droite LC, 
lesquelles rencontrent les deux droites SA, SB en a et en ὦ. 

Les quatre droites PC, PS, PM, P à, partant du point 
P, et coupées par LC et AS donnent, d’après le Corollaire I 
du Lemme II (p. 82), 


Sm RM 
Sa CM 
On a de mème, en considérant les quatre droites qui 
aboutissent à l’autre point ©, et les transversales LC, BS, 


Sm' ἘΝ 
Sb CM 
Donc 
Sm ϑηι Sm Sa 


Ba NS UT IST CU 
Le second membre est constant. Ce qui démontre le 
Porisme. 
IV° Genre. 
Le rapport de telle droite à telle abscisse est donné. 
Porisme XXXIII. — δὲ de chaque point M d'une droite 


LE on abaisse sur une autre droite AX des obliques Mm, 
Mm’ sous des angles donnés, il existe sur cette droite AX 


| nr) 
an point E tel, que l’on a la relation 


E m2 


mm 


ΞΞΞ Const. 


Ce point E est celui où la droite LE rencontre AX. En 
effet, d’un point B, qui avec le 
point E détermine la droite LE, 
menons les obliques Bb, Β δ΄. 
On a par les triangles semblables 


E 2 Μ mm’ 


ἘΠῚ τ πῆρ δες 


Em χὰ EP 
mm bb! 


Ce qui démontre le Porisme. 
Porisme XXXIV. — δὶ autour de deux points P, Q on 
: fait tourner deux droites se cou- 
pant sur une droite donnée de po- 
sition LE, ces droites rencontrent 
une deuxième droite fixe AX pa- 
rallèle à la droite donnée LE, en 


deux points m, in”; et il existe sur 
la droite AX un point F tel, qu'on a la relation constante 
Fm 


mm 


— const. — À. 


Cela résulte du Lemme ΧΙ (proposition 140); car les 
quatre droites ME, MF, MP, MQ coupées par les deux 
FPQ, FX, donnent, d’après ce Lemme, 

Fm ἘΡ QP 
mm FE QE 
Donc, etc. 
Porisme XXXV.— δὲ autour de deux points fixes P, Q 


on fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite 
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donnée de position LE, et rencontrent une autre droite 
donnée AX parallèle à la base PQ en deux points m, 
m': él existe un point F sur AX 
et une raison ἃ, tels, que l’on a 


/ 
mm 
ΞΘ 


Fm 


Le point demandé F est le point d’intersection des deux 
droites données LE, AX. Et la raison ἃ est égale au rapport 


ve E étant le point où la droite LE rencontre la base PQ. 


EP 
- : EP 
En effet, on a par les triangles semblables το + 


γε Genre. 


Telle droite est donnée de position. 


Porisme XXXVI. — δὲ autour d’un point p on fait tour- 
ner une transversale qui rencontre deux droites données 
SA, SA’ en deux points a, a/, et 
que d’un point P donné sur la 
droite pS, on mène les deux 
droites Pa, Pa': on pourra dé- 
terminer de position une droite 
L telle, que le segment inter- 
cepté par les droites variables 
Pa, Pa sur cette droite L, soit 


de longueur donnée μι. 

Que l’on inscrive dans l’angle a P a’ une droite αα΄ de la 
longueur donnée 4, parallèle à pS : cette droite satisfera à 
la question. 

Il faut prouver que si par le point p on mène une droite 
quelconque ρ bb, les deux droites Pb, Pb’ intercepteront 
sur la droite qu'on vient de déterminer un segment 66! égal 


> Ἂ ; el, 
à «x; ou bien que l’on aura 64 = 6%. 
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Prouvons que cette égalité a lieu sur toute droite AA 
parallèle à ρ S, quelle que soit la longueur du segment «2. 
On ἃ dans le triangle A ax coupé par 6b P 


6A ba Pa 


a — κ 
6x bA Pa 
Or, à cause des triangles semblables, 


GA MS 5 + τας Re 
bA  Sb F2 02 ΩΣ 


par conséquent 


PS ba oR 
Sb 6e pa τς 
De mème 
SA LAC ηρος 
SE Eù pa 
Donc 


Mais on a dans le triangle Saa', coupé par pbb’, 


pa b'a ESA 


PA D ἢ ot 


Donc 6x — δ΄ α΄. Ce que nous nous proposions de prouver. 

Donc etc. 

Autrement. Les deux droites P a, P a’ sont les rayons ho- 
mologues de deux faisceaux homographiquesdont les rayons 
doubles coïncident suivant la droite PS. Donc les deux 
rayons Pa, Pa’ interceptent sur une droite quelconque 
parallèle à PS, un segment de grandeur constante (1). Donc 
on peut mener cette parallèle de manière que le segment 
soit de grandeur donnée. 


(1) Géom. sup., art. 150. 
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Porisue XXX VII. — Quand deux droites tournent au- 
tour de deux points fixes P, Q en se coupant toujours sur 
ure droite donnée LM, et que la 
première rencontre une droite don- 
née de position AX en un point τὰ: 
on peut déterminer une autre droite 
Jixe BY que lu droite tournant au- 
tour du point Q rencontrera en un 
point w', et qui soit telle, que le 
rapport des segments Am, Bm', comptés à partir des 
points où les deux droites AX, BY coupent la base PQ, 
ait une valeur constante. 

Qu'on mène parallèlement à AX la droite Pz, qui ren- 
contre la droite LM en #, puis la droite Q &, et par le point 
F où AX rencontre LM, la droite ΕΒ parallèle à Qzx; ce 
sera la droite demandée. 

Cela résulte du Lemme XI d’après lequel on a 


Am _ EM. a M 
AF EF «EF 


et 


Donc 

Am Bm' Am AF 

AF — EF: Fr | his 
Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme XXXVIII. — Étant donnés deux droites ΑΝ, 
BY, deux points À, B sur ces droites 
et une raison À : il existe une droite 
LDtelle, que si dechacun deses points 
on abaisse sur les deux droites AX, 
BY des obliques Mm, M, sous des 


angles donnés, on aura la relation 
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constarite 

Am 

Bm — 


En eflet, si par les points donnés À et B on mène des 
parallèles aux obliques abaissées sur AX et BY respective- 
ment, et que ces parallèles se rencontrent en D; qu'on 
prenne le point m arbitrairement, et le point η΄, déter- 


CZ μ Am 3 I : 
miné par la relation Er ΞΞ À; puis, que par les points 7", 
m2 
4 ène les obli Ϊ À in point M: 
n{ on mène les obliques, qui se rencontrent en un p 
. . αν τὰ . 4 . OL 
la droite DM satisfait à la question. C'est-à-dire que 51 d'un 


point N de cette droite on abaisse les obliques Ν γι, Nr’, on 


aura 


An 
te À. 
B 7’ 


Car, il est évident que 


Ar ὌΝ Er 


D'où 


Donc, elc. 


VI° Genre. 


Telle droite passe par un point donné. 


Porisme XXXIX. — Étant donnés deux droites pa- 
rallèles ἘΔ, E’A' et deux points P, Q, si autour de ces 
points on fait tourner deux 

A “ droites parallèles qui rencon- 

D X _trent les deux droites ΕΑ, E' A’, 
respectivement, en deux points 


mn 


E Ρ ΕΓ Q : ΠΣ 
m, m': /a droite qui joint ces 


points passe par un point donné. 
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En eflet, on ἃ par les triangles semblables, 


Rm γε RP sh RE 
mm PQ EE 


Donc 
RP PQ 
RE EE’ 
Donc le point R est déterminé. 
Done, etc. . 
Porisue XL. — On donne deux points À, B sur une 


droite et deux points a, b sur une autre droite qui rencon- 
tre la première en C; autour de ce point C on fait tour- 


& ner la droite ab, et l’on mène les 
b 7 deux droites Aa, Bb qui se rencon- 
ἐν trent en un point S; par ce point on 
2 | mène une parallèle SO à la droite 

B € 


ab : cette parallèle passera par un 
point donné. 

Cela résulte du lemme XI (proposition 137), d’après 
lequel les trois droites SA, SB, SO, coupées par les deux 
CAB, Cab, donnent l'égalité, 


BA OA ba 
πο OC AL 
ou 
OA ΒΑ ba 
OC. BC 40 
Ce qui détermine le point Ὁ. 
Donc, etc. 
Remarque. On ἃ dans les triangles semblables SAO, 
a AC, 
OA.Ca 
CA 


DER 


Ce qui montre que : Quand la droite Cab tourne autour 
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du point C, le point S décrit une circonférence de cercle 
dont le centre est en ©. 

Porisme ΧΙ]. — Étant donnés deux droites SA, SB 
et deux points fixes Ῥ Q en ligne droite 
avec le point de concours S de ces droti- 
tes; si de ces deux points fixes on mène 
à chaque point M d’une droite LM don- 
née de position, des droites qui rencon- 
trent, respectivement, SA, SB en m et 


πη΄ : la droite mny passera par un point 
donné. 

Soient a, b les points d’intersection de la droite LM par 
les deux droites données SA, 58: les droites Ph, Qa se ren- 
contrent en un point p qui est le point cherché. 

C’est une suite naturelle du Lemme XV (proposition 141) 
quand la droite LM est parallèle à la base PQ; et du 
Lemme XVII quand LM a une direction quelconque. 

Ce Porisme est un de ceux que Simson a rétablis (1). 


(1) Prop. XXXIV. « Quæ est Porisma, unum scilicet ex iis inter Poris- 
» mata Lib. 1 Euclidis, quæ Pappus tradit hisce verbis : Quod hæc ad 
» datum puncium vergit. » 

Ce Porisme donne lieu à une observation qui fait ressortir un nouveau 
point de contact entre la Géométrie moderne et le Traité des Porismes d’Eu- 
clide, ouvrage si original à tous égards, et qui se distingue si profondément 
des autres traités mathématiques des Grecs, par sa conception comme par les 
matières fécondes qu’il renfermait. 

À chaque droite LM correspond un point p, d’après le Porisme. Mais une 
conséquence qui s'offre, à la simple vue, c’est que si ces droites passent toutes 
par un même point M, les points p sont tous sur une méme droite mm’. De sorte 
qu’il y a entre deux figures qui seraient formées, l’une par des droites quel- 
conques LM, et l’autre par les points p qui correspondent à ces droites, des 
relations de réciprocité analogues à celles des pôles et polaires dans la théo- 
rie des coniques. C'est-à-dire que ce Porisme d’Euclide fournit un mode de 
transformation des figures analogue à la méthode des polaires réciproques. 

Cette remarque curieuse est due à l’auteur même de cette célèbre méthode. 
M. le général Poncelet l’a insérée dans son Mémoire sur l’Analyse des Trans - 
versales appliquée à la recherche des propriétés projectives des lignes et surfaces 
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Pormisme XLII. — δὲ sur deux droites AB, Α' Β΄ qui se 
coupent en 8. on prend deux points m, m liés entre 
eux par la relation 

mA πα’ SA SA 

mB'mB 88 58᾽ 
ou 

mA.mB' SA.SB'’ 

mB.m A 58. 5.’ 


la droite mm’ passera par un point donné. 
Ce point est à l'intersection des deux droites AA’, BB. 
C'est un résultat direct du Lemme XVI (proposition 142). 
Porisme ΧΙ1Π. — Étant données deux droites χες 
SX, SX, autour d’un point fixe p on fait tourner une 
droite qui les rencontre en deux points m, m'; et de deux 


autres points donnés P, Q on mène les droites Pm, Qm 


géométriques. (Voir Journal de Mathématiques de Crelle ; t. VIT, p. 408, année 
1832. — Aperçu historique, p. 655.) 

Nous ajouterons ici, puisque l’occasion s’en présente si naturellement, 
que le Porisme d'Euclide ἃ son analogue dan: l’espace. En voici l'énoncé : 

Étant donnés un angle trièdre dont les arêtes sont Sa, Sb, Sc et trois droites 
P,Q, R situées dans un méme plan passant par le sommet S de l’engle trièdre ; 
si de chaque point M d’un plan donné dans l’espace on mène trois plans passant 
par les droites P, Ὁ, R et rencontrant, respectivement, les droites S a, Sb, Se 
en a, b, c: Le plan abc passera toujours par un même point p. 

Réciproquement : Si un plan transversal tourne autour d'un point p donné 
dans l'espace et rencontre, dans chacune de ses positions, les trois arétes de 
l'angle trièdre, en a, b, c: les plans menés par ces points et les droites P, Q, 
R, respectivement, se couperont en un point situé sur un plan donné de position. 


(Voir Apercu historique, p. 654.) 
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qui coupent les droites fixes SX, SX! en n et n': la droite 
πη΄ passera par un point donné. 
Qu'on forme le parallélogramme SA LB’, on aura, par les 
triangles semblables, 


Am pm ὡς ΒΒ 
AS pm B'm 


. 


Qu'on mène PA qui rencontre SX’ en δ΄, et par le point 
Q une parallèle à SX’, qui coupe SX en a. Puis, qu’on 
mène QB’ qui rencontre SX en b, et par le point P une 
parallèle à SX, qui coupe SX’ en D’. La droite nn’ passera 
par le point de concours des deux droites aa’, bb’. 

En effet, les trois droites, menées par le point P, savoir, 
Pa’, Pb! et Pn' coupées par les deux SX et SX’, donnent, 
d’après le Lemme XI, 


Am a'n' b'n' 


AS “05 


On ἃ de même, à l'égard des trois droites Qa, Qb, Qn 
menées par le point Q, 


Β΄ ηι' ὑπ an 
DS πὶ 4S°aS 
Or 
Am B'S 
AS ΒΒ," 
donc 


an.bS an! b'S 


bn.aS τα ὁ μ΄ «α΄ 


Ce qui prouve, d’après le Lemme XVI, que les trois 
droites au’, bb! et nn! passent par un même point. 

Donc, etc. 

Porisme XLIV. — Trois droites SA, SB et SC, issues 
d'un méme point S, sont données de position, et ren- 
contrent une autre droite, aussi donnée de position, en 
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trois points À, B et C; par chaque point M de la droite 
SC, on mène La droite 
MB qui rencontre SA en 
a, et une parallèle à AB 
qui rencontre SB en b; 
la droite menée de ce 


point au point À ren- 

ἃ ΒΟ A contre SCen c: la droite 
ac passe par un point donné. 

Cela résulte du Lemme XVIIT (proposition 144); car ce 
Lemme prouve que la droite ca rencontre AB en un point 
U déterminé par l'équation 

CB  UB 


AC AB ΠΑ 


VII‘ Genre. 


Telle droite a un rapport donné avec le segment compris entre tel point 
et un point donné. 


Porisme XLV.— Étant donnés trois droites parallèles 
LM, AX, Α et Le point À sur 
l’une d'elles AX; si autour de 
deux points P, Q on fait tourner 
deux droites qui se coupent sur la 
droite LM, et rencontrent, res- 


F E Ε' Ρ Q : 
pectivement, les deux autres en 


deux points m, m’: on pourra trouver un point A'sur AY 
et une constante ἃ, tels, que l’on aura toujours 


Am 

TE — À. 

Am 

Qu'on mène PA qui rencontre la droite LM en a; la 

droite Qa coupe la troisième droite au point demandé A, 
AE 


et la raison À est égale à ——. 
9 Α΄ Ε' 
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En effet, on a, par les triangles semblables, 


aM Am εἰ aM ΑΓ ἣν 
SUV AR PS AE AE 


Donc 
Am AE 
Am AE 

Donc, etc. 

Porisme XLVI. — δὲ de chaque point d’une droite LE 
on abaisse des obliques, sous des angles donnés, sur deux 
droites parallèles, les pieds de ces 
obliques étant m et τη; et qu'un 
point À soit donné sur la première 
parallèle : on pourra trouver un 
point Λ' sur la deuxième, et une 
raison }, tels, que les deux seg- 
ments Am, A’m' seront toujours dans cette raison. 

Que par le point À on mène la parallèle aux obliques 
abaissées sur la première des deux droites parallèles; et 
“par le point a où cette droite coupe la droite LE, la pa- 
rallèle aux obliques abaïissées sur la deuxième : le point A’ 
de rencontre de ces deux dernières droites et la raison 


AE.aE’ À ἷ ᾿ 
λ-- EL satisfont à la question. 
Car on a 
Am _aM Α΄ »μ! τ a 
AE tete LT GE 
D'où 


Am ἘΦ ΑΙ ARR AE.aE’ 
ARC AE M RE An ΕΑ ΕἾ 


Donc, etc. 

Porisme XLVIL. — δὲ de chaque point M d’une droite 
LM on abuisse sur deux autres droites AX, A'X! et sous 
des angles donnés, des obliques dont les pieds soient m et 


m' : le point À étant donné sur la droite AX, on peut 
10 
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déterminer le point A! sur A'X', et trouver une raison ἢ; 
tels, que l’on aura toujours 


Am AT 


A'm 


Par le point donné À on mène une 


parallèle aux obliques abaissées sur 

AX, et par le point a où cette pa- 

rallèle rencontre la droite donnée LM on abaisse l’oblique 

a A’ sur Δ΄ Χ' : le pied A’ de cette oblique est le point cher- 

ché. 

Pour déterminer la raison À, on peut abaisser du point 
᾽ } ᾿ 


E où la droite LM rencontre AX, l'oblique EE’ sur Λ΄ Χ': 


on aura 


En effet, par les triangles semblables, 


À m aM A'm’ 
AE ἀπ  A'E' 


Donc 


Am AE 


ΑΨ ΑΕ 
É ONE: ἕν. 

Porisme XLVIII — Étant donnés deux droites SA, 
SB, le point À sur la première et un point O hors de ces 
droites : on pourra déterminer un angle Q, une raïson ἃ 
et le point À sur la deuxièn:e droite, de 
manière que si l’on fait tourner l'angle Q 
autour du point O comme sommet, ses CÔTES 
rencontreront, respectivement, les deux 
droites en deux points m, mn, tels, que le 
rapport des deux segments Am, A'm’ sera 
toujours égal à la raison À. 
Que du point Ὁ on abaisse les perpendiculaires O4, Oa 
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sur les deux droites, l'angle aOa’ formé par ces deux per- 
pendiculaires est l'angle cherché Ὡ : la raison À est le rap- 
port des deux perpendiculaires ; et pour trouver le point A’ 
il suffit de faire tourner l'angle Ὦ ou aO a’ autour de son 
sommet O, de manière que le premier côté Oa passe par 
le point A; le deuxième côté Ὁ α΄ détermine le point Α΄. 
Si donc m et η΄ sont les points où l’angle tournant aOa’, 
dans une de ses positions, rencontre les deux droites, on 
Am Oa 

Am Oa 


En effet, les deux trianglesO em, Oa'm' sont semblables 


aura 


parce qu'ils sont rectangles et que leurs angles en O sont 
égaux. Donc 


am __Oa 
am. Où 
De mème 
aÀA __Oa 
a' À Oa- 
Donc 
Am θα 
Ame Où 
Co: Ἐ- ἢ 
VII: Genre. 


Telle droite a un rapport donné avec une autre droite abaissée de tel point. 


Porisue XLIX. — Étant données deux droites SA, 54' 
et un point O, side ce point on mène une droite Om à un 
point m de la droite SA et une autre droite 
faisant avec celle-là un certain angle ἢ, 
et rencontrant la droite SA’ en un point 


m m/:0n pourra déterminer cet angle © et 

a trouver une raison À, tels, que le rapport 

F des deux lignes Om, Om’ soit toujours égal 
à cette raison. 

Que du point O on abaisse sur les deux droites les per- 

10. 
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pendiculaires O a, O a’ : l'angle Q qui satisfait à la ques- 
tion, est l'angle a O a’ de ces deux perpendiculaires; et la 


raison À est égale à leur rapport . 
5 PP Ga 


En effet, les deux triangles rectangles maO, m'a'O ont 
leurs angles mO a, m'Oa égaux, et par conséquent sont 
semblables : d’où résulte 


On Oa 
Om Oa’ 


| 
Ι! 


Donc, etc. 

Observation. Quand Euclide dit qu'une droite est abaiïs- 
sée d'un point, on doit entendre, abaïssée sur une droite 
donnée de position et sous un angle donné. C’est ce que 
montre la définition XIII du Livre des Données, savoir : 
« Une droite est abaïissée, quand on la mène par un point 
donné sur une droite donnée de position et sous un angle 
donné. » 

Cela justifie le sens que nous attribuons au VIII: Genre, 
en proposant le Porisme ci-dessus. 

Une autre considération peut encore nous autoriser à 
penser que ce Porisme satisfait à l'énoncé laconique de Pap- 
pus. Cest qu'il correspond à une proposition connue des 
Anciens, à un des cas de la première proposition des Lieux 
plans d’Apollonius rapportée par Pappus. 

Porisme L. — δὲ de chaque point M d’une droite LM 
on abaisse sur deux droites fixes OX, OY deux obliques 
ΝΡ, Mq sous des angles donnés : on pourra trouver un 
point B sur la deuxième droite ΟὟ 
ct une raison ἃ, tels, que l'obli- 
que Mp abaissée sur la première 
droite sera au segment Bq coni- 
pris entre le point B et le pied de 
l’obliqueabaiïsséesur la deuxième 


droite, dans la raison À. 


(149 ) 
La droite donnée LM reneontre OX, ΟΥ̓́ em Εὶ εἰ F 
respectivement. 
Qu'on mène par le point Eune parallèle aux obliques Mg, 
laquelle rencontre OY en B, et par le point F ue parallèle 
aux obliques M p, laquelle rencontre OX en G; le point B 


- FG Ἵ ; 5 
οἱ la raison ---- — ἃ satisfont à la question. 


BF 
En effet, on ἃ par les triangles semblables, 
Mp ME Bg . ME 
PE 06. 7 BH. ἜΜ, 
Donc 
Mp B q Mp FG 
το ΞΞ ΞΕ’ ou Ba ἘΞΞΞΞ BF’ 


Cor ED: 


IX Genre. 


Tel rectangle a un rapport donné avec le rectangle construit sur telle droite 


et une droite donnée. 5» 
Porisme LE. — Quand deux points variables m, nv sur 
deux droites ab, α' θ΄, sont liés par la relation 
am a'm' 
dl = ?, 
bm b'm' 


il'existe entre ces points cette autre relation, 

I. Cr! 

MT er Mr 
c'est-à-dire que, si l’on prend arbitrairement un point C 
sur la première droite, et une ligne à : on peut trouver 
un second point 1 sur cette droite, un point C' sur la 
deuxième, et une raison x, tels, que cette relation ait tou- 
_ jours lieu. 

Prenons pour Cle point qui sur la deuxième droite 

correspond au point € de la première, de sorte qu'on ait 

a C a'C' 

ie 7 


( 150 ἢ 
el par conséquent l'équation 
am. bG..-am τ 
(1) bw.aC δία. αἱ 
Qu'on approche l’une des droites de l'autre pour faire 
coïncider les deux points à, a’; soit alors 
S le point de concours des deux droites 
bb", CC; 1] résulte de l'équation (1) que 
la droite mm passera toujours par ce 
point, d’après le Porisme XLIIT (ou, 
si l’on veut, d’après le Lemme XVI de 
Pappus). 


Si maintenant on mène la droite SI 


parallèle à la deuxième droite α΄ δ' ηἱ, 
on aura, d’après le Lemme XIV, les deux équations 
TUE T0 
bI AC ΠΕΣ ἮΝ 
Im La EL: 
Cm Ca a = "ι΄ 


La première donne 


al _acC. δ' al _; ΤῈΞ λιαὖῦ 
δι κα ONE Te PE TUE 


ee qui détermine le point I. 
La deuxième équation s'écrit : 


Im.C'm' ΠΟ πν Im.C'm' 2 :Cx 


οι -- -- -- — — CONSL. Ξε L: 


στ ΤΟΣ Cm. Ca.x 


ee qui est l'équation qu'il fallait obtenir. 
. La valeur cherchée de μ est donc 
la Ὁ δα’ ἀρ ἱἷ 


μι ΞΘΟἜ — SR UT PET errant 
: Ca.u (à —1).Ca.c 


Ainsi le Porisme est démontré, 


(| 110} 


On peut donner à la raison y, cette expression plus sim- 


! 1 
pie μι — ΞΞΞ: de sorte qu'on a 
11. Οἱ ην' Ia.C'a' εὖ 
ΠΥ ὩΣ Ca 7 } 
J' étant 1 int dét iné l’'équatio ae !. Car si 
étant le point déterminé par l'équaluion == = —- 51 
ἷν " ᾿ be À 


l’on mène la droite SJ’ parallèle à ab, les trois droites 
Sb, SC et SJ’ coupées par les deux ab, a b', donnent, d’a- 
près le Lemme XI, 


aG a C, aJ PT alt Ἐπ 86 ἘΠῚ I 


τ DT" HP FC EC T 
Mais on a, par les triangles semblables, 
I SC’ CT. sl 10.0 Ξ 
-Ξ SE ΞΞΞΞ ΞΙΦ7),5 d'où a Ἐπὶ —0 1 
Ca CC’ C'a’ Ca 


Donc, etc. 
Remarque. Fn considérant les trois droites Sb, Sm, SI, 


on trouve 
LEUR LEE δ΄; 
bm'‘ba δ᾽ π᾿ 
11. ν" NI. Da 1 
ὅῳ base A \Gase. (La 


Ce qui montre que le Porisme subsiste quand, au lieu de 
prendre les points C, C’, on conserve les deux ὦ, δ', 
Porisue LIL. — Quand deux droites tournent autour de 
deux points P, Q en se coupant toujours sur une droite 
LM, et rencontrant, respective- 
ment, deux autres droites AX, 
A'X' en met en m'; Le point À 
étant donné sur la première de 
ces droites et une ligne à étant 
ausst donnée : on peut trouver ur 


secontl point LT sur la première 
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droite, le point Α' sur la seconde, et une raison à, tels, 


qu'on ait Loujours ͵ ’équation 


Im. A'm' 


Am. 


= À. 


Qu'on mène la droite PA qui rencontre la droite LM en 
a; la droite Qa rencontrera la droite A’X’ au point cher- 
ché Α΄. Puis, que par les points P et Q on mène aux droites 
AX, Α΄Χ΄, respectivement, des parallèles qui rencontrent 
la droite LM en jet 7; la droite Pz marque sur AX le point 
cherché 1; et la droite Qj rencontre la droite A’X'en 
un point J', qui fait connaître la raison À: car il faut 
prendre 

Tee 


œ 
De sorte qu'il reste à prouver qu’on a toujours 


In. Am ." A!J' 


Am. % 


En eflet, les quatre droites menées par le point P, 
et coupées par LM et AX, donnent l'équation 


Ι οἱ iM ἢ 


Am aM aj 
Les quatre droites menées par le point Q, donnent pa- 
reillement 
A'J' CT RTE à 
Am αν iM 
Donc, 
La AA Em. A'm' 
ἀπ = AR os Ξ8 A. 
cu En 
Porisme LIL. — De chaque point M d’une droite LM on 
mène à un point fixe P une droite PM qui rencontre une 


(1590) 
droite AX en un point m; et du méme point M on abaisse 
une perpendiculaire Mm’ sur une 
autre droite A'X'; le point Α' étant 
donné sur cette droite, et une ligne α 
étant aussi donnée en longueur : on 
peut déterminer le point À etun point 
I sur la droite AX, et une raison ἃ, 
tels, que l’on aura toujours l'équation 


Im . Am Ξ 

πολ μὴ αἷς. δ 
Élevons sur Α'Χ' une perpendiculaire qui rencontrera la 
droite LM en a; la droite Pa coupera la droite AX au 
point cherché A. Menons parallèlement à LM la droite 
PI qui rencontre AX en I: ce point I sera l’autre point 
cherché. Enfin conduisons la droite Pj; parallèle à AX, et 
par le point 7, commun à cette parallèle et à la droite LM, 
abaissons une perpendiculaire jJ' à la droite A’X": le pied 
de cette perpendiculaire déterminera la raison À. 

On aura 
At Im. A'm' 


œ Am. 


£ Β Η ἈΠ» 
De sorte que les points ἃ et T'et la raison = — 
œ 
résolvent la question. 
En effet, les quatre droites PA, Pm, PTet Pj coupées 
par les deux AX et LM donnent 


ΤΠ πῇ 
Am αἴ 
Mais 
ai AT 
aM Am 
Donc 
Im ἌΓ ἢ" In. A'rn' 


= A7: 


== 9 οιι 
Am A'm' Am 


Et par conséquent 
1m . A'm' AT 


Am. œ 


Porisme LIV. — Szautour d’un point p on fait tour- 
ner une droite qui rencontre deux droites données SA, 
SA’, en deux points τὰς m’'; qu'on donne 
aussi la longueur d’une ligne « et une 
raison À: on peut déterminer deux points 
À et I sur la première droite donnée et un 
point A! sur la deuxième, tels, qu'on aura 
toujours 


γε. Α΄ μ᾽ : 


«. Am 


Une parallèie à SA’, menée par le point p, rencontre SA 
au point demandé I. Pour les points A et A" il suffit de 
mener par le point p la droite p A A’ déterminée par la re- 
lation de — _ (Ce qui est un des cas du problème bien 
connu de la section de raison.) 

En effet, par le Lemme XI, appliqué aux lignes pl, 
o A, om coupées par les deux droites données SA, SA’, on 
obüent l'égalité 

Im.AS __ A’S 


IS.Awm τ A'm' 


᾿ AS 19 ee Ἢ ν᾿ 
Mais nous supposons que “πο NU l'équation devient 
æ. 


donc 
Im A'm' 
aæ.Am 


— À. 


Ce qui démontre le Porisme. 
Quant à la construction de la droite p AA’, si l’on veut 
ne point invoquer le problème de la section de raison, on 


l’eflectuera bien simplement ainsi : on méncra par le point 


(} 1504) 
ρ et parallèlement à SA une droite qui rencontrera SA’ en 
J'; puis on prendra le point A’, tel, que l'on ait 


A τ 


Le point A s’ensuivra. 

La démonstration de cette construction résulte encore du 
Lemme XI. 

En eflet, concevons qu'une droite menée arbitrairement 
par le point 5 rencontre les trois lignes pA, ρΙ et pJ' aux 
points a, ὦ εἰ 7: on aura, en considérant les trois lignes 
coupées par SA et Sa, 


SA __ Sa.i 
1Ξ a 


(Lemme XI.) 


Et, pareillement, en considérant ces trois mêmes lignes 
coupées par SA’, Sa, 
᾿ SA’ Sa.ij 
ALES ἢ 


Donc 
SA SA’ SA 15 


ες or. LD 

Observation. On peut donner l'un &es deux points A, A’, 
et demander de déterminer la raison À. C’est ce que l’on fera 
au moyen de fa relation, ci-dessus, AJ = }.0. 

Porisme LV. — Étant données deux droites LM et 
XX! dont e est le point d’intersection, si autour de deux 
points fixes P, Q on fait tourner deux autres droites qui 
se coupent sur la droite LM et rencontrent la droite >. +. 
en deux points m, m': οἷν pourra trouver un point L'sur 
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XX’ et une ligne μι, tels, qu’on aura toujours 


Im . em! 


-- — db. 


em 


En eflet, que par les points P, Q on mène à la droite 
XX’ des parallèles qui rencontrent 
LM en R etS; les deux droites PS 
et QR coupent XX/ en deux points 
Let 1΄. Le premier est le point de- 
mandé, et le segment δ΄ est la 
ligne demandée y, c’est-à-dire que 
l’on a 


Im.em! J 


em 


Cela résulte du Porisme LIT, dans lequel on suppose que 
les deux droites AX, A’X’ coïncident et que le point A soit 
en 6 sur la droite LM. 

X° Genre. 
Tel rectangle équivaut à un rectangle donne plus le rectangle forme sur 


telle abscisse et sur une droite donnée. 


Porisme LVI. — δὲ l’on prend sur une droite 11 un 
point fixe e et à partir du point 1 deux points consécu- 
{fs m, liés par la relation 


Jr e ὃ 
(οὐ dé ; Im.em = em.eY, 
il existera entre ces points une autre relation de la forme 
J'm.lm'= 1 + u.mm'. 


C'est-à-dire qu'on pourra trouver un rectangle y et une 
ligne μ. tels, qu'on ait toujours cette équation. 

En effet, les deux segments J'nr, Im! empiètent Pun sur 
l'autre : par conséquent leur rectangle est égal à la somme 
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des deux rectangles FT. mm! et Emi. J' ml: ainsi, 
JL = YTmnl + Xm.J mt (1). 
Mais Ja relation donnée s'écrit aussi 


Im (Jin — J'e) — (16 — Im)eJ', 
ou 
Im.J'm!—Te.eJ. 
Donc 
J'm.lm =le.J'eTJI.mm (al 


Il suffit dès lors de prendre ν —Ie.J'e, et μΞ: ΤΊ pour 
obtenir la relation demandée. 

Porisme LVII. — On donne un triangle CAB et un 
point P situé sur le prolongement de la base AB; de cha- 
que point M du côté BC on mène 
la droite MP δὲ une parallèle ἃ 
AB; ces droites rencontrent le 
côté AC en deux points m et m’ : 
on peut trouver deux points T et 
J' sur ce côté, un rectangle » et 
une droite p., tels, que le rectangle 
Μ΄ πὰ. Τὴν’ sera égal à la somme des deux rectangles y et 


u.mm’. 
Menons par le point P, parallèlement à BC, la droite PI 


qui rencontre AC en 1: et parallèlement à AC, la droite PK 
qui rencontre BC en Κι: puis, par le point K parallèlement 
à AB la droite KJ' qui rencontre le côté AC en J': les points 


(τ) Cette équation à laquelle donnent lieu quatre points quelconques en 
ligne droite, fait le sujet du Porisme LIX ci-après. 

(2) Pour nous conformer à la Géométrie des Grecs, nous ne supposons pas, 
dans cette démonstration, que les segments aient des signes; mais dans l’é- 
quation finale ainsi que dans l’équation donnée, nous écrivons les segments 
de manière que la règle des signes soit applicable, et que le Porisme dé- 
montré dans l’hypothèse aù les points J', e, m/', m, Τ ontles positions relati- 
ves qu'indique la figure, conserve un sens déterminé dans tous les autres cas. 
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I et J seront les points demandés, le rectangle ν sera égal 
à IA.J'A, et la ligne μι à 171: de sorte qu'on aura toujours 


J'm.lm —J'A.IA + J'I.rmm. 


Im.Am' 3 
Il nous suffit de prouver que l’on ἃ -——— — AJ, car de 
An 
cette équation résultera, d’après le Porisme précédent, celle 
qu'il s'agit de démontrer. 
Or, menant la droite Bn£ parallèle à AC et qui rencontre 
PM et Plen π et, on a, à cause des parallèles, 


AT ne BK Le nP ni ΠΣ! 


Am ΒΜ ?2M rB mA 
ou 
Im Am 


Am 


AT". 
δι ὥς, Ἐπ τι. 

Donc, etc. 

Porisme LVIII. — Étant donné un triangle ABC, si 
autour de deux points fixes P, Q pris sur la base AB on 
fait tourner deux droites dont 
le point de concours M soit tou- 
jours sur le prolongement du 
côté BC, ces droites couperont 
le côté AC en τὰ et m’, et l’on 
pourra trouver deux points X, 7΄ 
sur ce côté, un rectangle ν et 


une droite u., tels, que l’on aura 
toujours 


Jon = ν + p.mm. 


En effet, qu’on mène par les points P et Q des parallèles 

à AC, qui rencontreront BC en ὦ et 7; les droites P7, Ὁ) 

couperont AC aux points cherchés 1 οἱ J'; et l’on aura, d’a- 
près le Porisme LV, 

Im.Cm' 


Cr 


= 7. 


(159) 
Or, d’après le Porisme LVI, cette équation donne lieu à 
la suivante : 
Jm.lm = J'C.IC + Y'I.mr'. 


On a donc 
= FC heth JE. 


Ce qui démontre le Porisme. 

Observation. La figure présente le point M sur le pro- 
longement du côté BC au delà du point C; mais il pourrait 
ètre pris aussi sur le prolongement au delà de B. 

L'équation démontrée aurait encore lieu, si le point M 
était pris entre les deux ὦ et j; parce que le segment mn 
serait toujours dirigé dans le mème sens que IJ". 

Mais pour d’autres positions du point M, soit sur le 
segment (ἡ, soit sur θὲ, le segment rm aurait une direc- 
üon contraire, et alors on démontrerait que le rectangle 
Jm.lm/! devient égal à la différence des deux rectangles 


JC.IC et J'I.mm'. 
XI° Genre. 


Tel rectangle seul ou avec un espace donné est... , l’autre ἃ un rapport 
donné avec teile abscisse. 


Une lacune qui existe dans les manuscrits rend cet énoncé 
défectueux. Il nous parait inutile de chercher à le rétablir, 
puisque les autres énoncés de Pappus nous suffisent am- 
plement pour faire connaître le caractère général des Po- 
rismes d'Euclide. 


XII° Genre. 


Telle droite, plus une autre avec laquelle telle autre droite est dans une 
raison donnée, a un rapport donné avec un segment formé par tel point à 
partir d’un point donné. 


Chacune des équations suivantes satisfait à cet énoncé. 


Am + ).B/m» F2 


τ: Cr FR 


{ τόρ 
Am + )}.Bm 


ΠῈΣ Cr ΞΞΞΞ μη 
Am<+).B'm' 

11. SET UE μ. 
An). .B'mn! 

ιν. ----- —= y. 


Cr ἱ 


Porisme LIX. — Étant donnés deux points À, B sur 
une droite et une raison À, on peut trouver un troisième 
point GC et une raïson μι tels, que pour tout point m, pris 
sur la droite, entre À et B, on aura toujours 


Am+).Bm = 
Cr ἐγ 


Et si le point variable m est pris dans le prolongement εἰρ 
la droite AB (au delà de À ou de B, 


À C Β ἥν indifféremment), on pourra trouver 


un autre point C et une autre raison μι. tels, que la méme 
équation subsistera. 

Considérons le cas où le point m est sur le prolongement 
de AB. Si l’on détermine le point C sur cette droite mème, 
; de ; - CA ς 
c’est-à-dire entre À et B, par l'expression BC — À, et la rai- 


BA ν 4 ’ æ 
SON με pr? la relation à démontrer devient 
CA BA: 
Am —Bn—— ἢ} 
m + pc bn= EE Cu, 


ou 


Am.BC+CA.Bm—=BPA.Crmn. 


Ecrivons 


Am (Cm—Bm) + Bm (Am — Cm) = Cm (Am — Bm). 


(16%) 
Les termes de cette équation se détruisent deux à deux. Ce 
qui démontre le Porisme. 
Observation. L'équation 


An ΒΟ ΞΕ ΟἿΑ“ Dr ΞΞ BA «ὑπ, 


exprime une relation entre trois des quinze rectangles 
qu'on peut former avec les six segments auxquels donnent 
lieu quatre points quelconques en ligne droite. Ces trois 
rectangles sont les seuls qui soient formés de deux seg- 
ments n'ayant pas d'extrémité commune. Ils se distin- 
guent entre eux en ce que, dans le premier Am.CB, l’un 
des segments est placé entièrement sur l’autre; dans [6 
deuxième CA .Bm, les deux segments n’ont point de partie 
commune; et enfin dans le troisième AB.Cm, les deux seg- 
ments empiètent l’un sur l’autre. C’est celui-ci qui tou- 
jours est égal à la somme des deux autres. 

On voit, d’après cela, que si le point variable # doit être 
pris entre À et B, au lieu de l’être sur le prolongement de 
AB, il faut que le point fixe C vienne se placer sur ce pro- 
longement, au delà de A ou de B, selon que la raison À est 
plus petite ou plus grande que l’unité. 


JE. 


Porisme LX. — Quand deux points variables m, τα 
divisent deux droites en parties proportionnelles, deux 
points À et Ὁ étant donnés sur ἴα 
US première droite ainsi qu’une raison À: 
——5— 0 peuk trouver un, point C' sur la se- 
conde droite et une raison y, tels, que 
pour tous les points τὰ pris entre À et B:; ou bien pour 
tous les points pris en dehors du segment AB, aura tou- 
jours l’équation 
Am<+i.Bm 
C'm' AL 


( 162 ) 

En effet, appelons C le point qui dans la première di- 
vision correspondra au point cherché C' de la seconde divi- 
sion, et soit α le rapport de deux droites homologues dans 
les deux divisions, de sorte qu’on ait 

Cm 
Cm = 


On a, par le Porisme précédent, 


Am + ce Bm _— Cm. 
Par conséquent 
À m + = Bm1—= ane Ce 
Qu'on fasse Ὁ — À, ce qui détermine le point C, et par 
BC 3 ? 
suite le point correspondant C’ de la seconde division. 
Puis, qu'on prenne u = «. ἘΝ on aura 
Am<+).Bm BA 
Ce qui résout le Porisme énoncé. 
Porisme LXI. — Quand deux points variables m, nv 
divisent deux droites en parties proportionnelles, deux 
points À et B étant donnés sur la pre- 
DER mière droite et un point C' sur la seconde : 


, On peut trouver deux raisons À et y, telles, 
que pour tous les points m situés entre À 
et B, ou bien pour tous les points situés en dehors du seg- 
ment AB, on aura toujours la relation 


Am +).Bm 
Re 


Ce ù 


En effet, le rapport de deux parties homologues sur Îles 
deux droites étant ας on a, comme il est dit dans le Porisme 
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précédent, 


| Οἀιμεῖνθ. μοὶ Βὰ μὲ Ὁ 
(1) Am + τὸ Βπι τε α τα UCnr. 


ΠῚ suffit donc de faire 


UE BA 


= ER: "RC 


Ainsi le Porisme est démontré. 
Observation. L’équation (1) donne, comme conséquence, 
en supposant que le point B soit à l'infini, celle-ci : 


Am Ὁ CA = a.C'm’. 
Et, en effet, 
A m + CA = Cm. 
Donc 
Ce 0m. 


Ce qui est l'hypothèse. 


ΠῚ. 


Porisme υΧΠ]|. — Quand deux points variables m, m 
divisent deux droites en parties proportionnelles, un point 
A étant donné sur la première, un point B' sur la seconde, 
et une raison ἃ étant aussi donnée : on pourra trouver un 

point Οἱ sur la deuxième droite et une 


m 
at raison p., tels, que pour tous les points m 


situés entre le point À et un certain point 


’ m' δ" , 5 : 
è B qu'on saura déterminer, ou bien pour 


tous les points pris hors du segment formé par ces deux 
mémes points À et B, on aura toujours la relation 

Am + )1.B'm 
[64 m ET μ. 
En effet, soient A'le point qui sur la seconde droite cor- 


respond au point À de la première, et « le rapport entre 
11. 
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deux lignes homologues sur les deux droites, de sorte que 
Am=— 4.A'm/. l'équation devient 


a A'm'+2À.B'm' = p.C'nr; 
oil 


ἌΣ 3 =: B'm'= Ἐπ" π΄. 


. 


8 IE 


Mais la relation déjà signalée entre les rectangles des seg- 
ments formés par quatre points donne 
C'A' BA p 
σ 


L == 


= BC" e BC 


À 
ᾳ 


La première de ces deux équations fait connaître la posi- 
üon du point C, et ensuite la seconde donne la valeur de 
la raison y, dans le cas où le point η΄ doit être pris entre 
A et Β΄, de mème que dans le cas où ce point doit être pris 
en dehors du segment A’B. 

Il est clair que le point B qui fixe les régions du point m 
sur la première droite Am, correspond au point donné B’de 
la seconde droite Α΄ η΄. 

Aïnsi le Porisme est démontré. 

Porisme LXIIT. — Quand deux points variables m, nv 
divisent deux droites en parties proportionnelles, un point 
A étant donné sur la première et deux points B! et (Οὗ sur 
la seconde : on peut trouver un troisième point A! sur cette 
droite et deux raisons À et 4, tels, que 
pour tous les points m’ situés entre A et 
B' quand le pornt C'se trouve au dehors 
du segment A'B', ou bien pour tous les 
points m situés hors du segment A'B' quand le point Οἱ 
est entre À! et B', on aura toujours la relation 


mn 


TT 


Am + }.B'm' 
C' m' FRE 


En effet, le rapport de deux divisions étant ας on déter- 
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minera les deux raisons À et y par les expressions 
C’ A’ BA 
BC’ , bp — 2%. BC ° 
A’ étant le point qui correspond sur la seconde droite au 
point donné Α sur la première. Ce qui résulte du Porisme 
précédent. 

Porisme LXIV. — δὲ de chaque point M d'une droite 
LM on abaisse des perpendiculaires Mw, Ν π΄ sur deux 
autres droites Am, Β΄ αν, A et Β΄ étant 
deux points donnés sur ces droïtes, et ἃ 
élant une raison aussi donnée : on pourra 
trouver un point C' sur la droite B'mw', et 
une raison μι, tels, que pour tous les 
points de la droite LM répondant à des 
perpendiculaires dont le pied m tombe entre le point À et un 
certain point B qu'on saura déterminer, ou bien pour tous 


les points LM qui répondent à des perpendiculaires dont 
le pied m est situé hors du segment AB, on aura toujours 
la relation 
Am<+i.B'm 
AT Cat Cuir PE 


En effet, les deux points m, m' forment sur les deux droi- 
tes fixes deux divisions semblables : done la proposition 
actuelle résulte du Porisme LXIT. I est clair que le point B 
de la droite Am correspond au point donné B’ sur la droite 
B'm!. 

Porisme LXV. — δὲ de chaque point d’une droite LM 
on abaisse sur deux autres droites fixes des perpendicu- 
laires dont les pieds sont m et w’; un point À étant donné 
sur l’une de ces deux droites, et deux points B', Οὐ sur 
l’autre : on pourra trouver un troisième point A! sur cette 
droite, et deux raisons ἃ et y, telles, que pour tous les 
points de la droite LM dont les perpendiculaires sur B'C' 
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tombent entre A' et 1} quand le point C'est hors du seg- 
ment A'B': ou bien, pour tous les points de LM dont les 
perpendiculaires tombent dehors du segment A'B', quand 
le point C'se trouve sur ce segment, on aura toujours la 
relation 
Ar +- \.B'm! 
mom ol 
C’est une conséquence du Porisme LXHIT. 
Porisme LXVI. — Étant donnés deux droites paral- 
lèles AX, B'Y, deux points À et Β' sur ces droites, et une 
raison À}; si autour d'un point donné p on 


X Y : Ξ 
fait tourner unc transversale qui rencon- 
fn tre les deux droites en m εἴ τη: on pourra 
trouver un point C' sur B'Y et une raison 
Ἔ 5 L., tels, que pour tous les points m situés 


sur le segment compris entre Le point À et la droite pB'; 
ou bien, pour tous les points m pris au dehors de ce seg- 
ment, on aura toujours 


Αὐτὰ Din 
Do 


En eftet, les droites menées par le point p divisent les 
lignes AX, ΒΎ en parties proportionnelles : la proposi- 
tion se déduit donc du Porisme général LXIT. 

Observation. Il est permis de supposer que les trois 
points A, Β΄, C’ soient donnés : alors on peut déterminer 
les deux raisons À et μ de manière que l’équation ait tou- 
jours lieu. Ce qui se conclut du Porisme LXITIT. 


ἵν. 


Porisme LXVII. — δὲ de chaque point d'une droite 
LM on abaisse sur trois droites fixes des perpendiculaires 
dont les pieds sont m, τα, mm”: deux points À et B'étant 
donnés sur deux de ces trois droites, et une raison À étant 
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aussi donnée : on pourra trouver un point C" sur la troi- 
sième droite et une raison y, tels, que pour tous les points 
de la droite LM dont les perpendiculaires Mm ont le pied 
m situé entre le point À et un certain 
point B qu'on saura déterminer; ou bien 
pour tous les points de LM, dont les 
perpendiculaires tombent en dehors du 


segment formé par les mémes points A 
et B, on aura toujours entre les trois segments Am, Β΄ πη΄, 
Cm” /a relation 
Am+i.B'm 
Cm FAR 
En eflet, d’après le Porisme LXIV, on peut trouver un 
point ( sur la seconde droite Β΄ μι et une raison μι; tels, 
qu'on aura 
Am <+).B'm' 
Or, on sait trouver un point C” sur la troisième droite et 
une ligne y satisfaisant à la condition 


LL Cm tn. CUm. 
On aura donc 


A) Dr. 


α΄ "»"" 


(HE ἘΠ ἢ 
Porisue υΧΎΠ]. — Side chaque point d’une droite LM 
on abaisse sur trois droites fixes quelconques des perpen- 
diculaires dont les pieds sont m, m’, m”: un point À étant 
donné sur la première de ces droites, un poënt B' sur la 
seconde, et un point (ΟἹ sur la troisième : on pourra trouver 
deux raisons ἃ et u, telles, que pour tous les points de la 
droite LM dont les perpendiculaires Mm ont le pied τὰ 
situé entre le point À et un certain point B qu'on saura 
déterminer ; ou bien, pour tous les points de LM dont les 
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perpendiculaires tombent en dehors du segment; formé 
par les mêmes points À et B, on aura toujours la relation 


JE Ne ΒΒ ΠΣ = 


— : 
Ὁ" μι" : 


En eflet, soit C’ le point qui sur la seconde droite corres- 
pond au point C” de la troisième; on peut trouver (d’après 
le Porisme LXII) une raison À et une raison g,, qui entrai- 
nent, quel que soit m/', l'égalité 

Am +-).B'" 
C'm' nee 
Or on sait que 


Cm οὐ 10 Mnfts 
Pa: Ν 
α΄ étant un rapport connu. Donc 


Am - Δ, Β΄ γε’ : 


Ainsi la raison demandée μ est égale ἃ α΄ .μι. 


Β΄ Α' 1 ὯΒ6 ΒΑ 


Ἐν ΣΝ A Π'  τν τι 
Le — & τς B'C' α B'C’ RC” 


Porisme LXIX. — Étant donnés trois droites parallè- 
les, deux points À et B' sur les deux premières, et une 
raison À; si autour d’un point fixe, on fait tourner une 
transversale qui rencontre les droites fixes en trois points 


m, πγ΄, ταῦ: on pourra trouver un point 

e__/_— C'sur la troisième et une raison μι tels, 

NE que pour toutes les positions de la trans- 

B RE 6.5: versale comprises dans l'angle À bB'; ou 

Dies bien, pour toutes les autres positions de 
θ 


cette droite, on aura toujours la relation 
suivante entre les trois segments Am, B'm', Cm’: 


ΑΒ» 


ἀξεξε Et γγν 
(ins [ 
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Mais le point C'et la raison y. seront différents dans les 
deux cas. 

Les trois points m, m', m" divisent évidemment les trois 
droites en parties proportionnelles : par conséquent, la pro- 
position se démontre comme le Porisme LXVII. 

Porisme LXX. — Étant donnés trois droites paral- 
lèles, et trois points À, Β΄, Οὐ sur ces drottes; si autour 
d’un point p on fait tourner une transversale qui les ren- 
contre en m, met m”:on pourra trouver deux raisons À et 
μ. telles, que pour toutes les transversales comprises dans 
l’angle AbB', quand la droite pC/ est au dehors de cet 
angle ; ou bien, pour toutes les transversales menées hors 
de l’angle À pB', quand la droite ρ( est située dans l’an- 
gle; on aura toujours entre les segments Am, B'w’, et 
Οὔτ" /a relation 


ἈΠ EN) Br 
a τ GE 


CZ m' 
Ce Porisme résulte, comme le LXVIIT:, de ce que les 
trois points 7, m', m'" forment trois divisions semblables. 
Remarque. Si des trois points A, B', C” on abaisse sur 
les transversales omm'm" des perpendiculaires p, q, r, 
elles seront proportionnelles aux trois segments Am, θ΄ η΄, 
α΄", Par conséquent on aura l’équation. 
P +ài:-q 


r 


90e 


De là ce nouveau Porisme : 

Porisme LXXI. — Étant donnés trois points À, Β', 
C”, st autour d’un autre point p on fait 
Β' Σ : 
τς tourner une droite dont les distances ἃ 
ces trois points, dans chacune de ses po- 
p\ ε sitions, sont représentées par p,q,r:on 
ἐς A pourra trouver deux raisons ἃ et μι, telles, 

ρ sa] Σ 
que pour toutes les positions de la droite 


(1700) 

lournante comprises dans l'angle A PB, quand la droite 
pC/ est au dehors; ou bien, pour toutes les positions de la 
droite tournante hors de cet angle, quand la droite pC" 
y est comprise; on aura toujours entre ces distances la 
relation 

p + }.q 

“----- 


XIII: Genre. 


Le triangle qui a pour sommet un point donné et pour base telle droite, est 
équivalent au triangle qui a pour sommet un point donné et pour base le 
segment compris entre tel point et un point donné. 


Porisme LXXII. — δὲ de chaque point M d'une droite 
LM on abaisse des perpendiculaires Mm, Man sur deux 
droites fixes AX, BY; le point ἃ 
étant donné sur la première, un 
autre point O étant donne hors de 
celte droite, et une troisième droite 
CZ étant aussi donnée : on peut 
déterminer un point A'sur la droite 
BY et un point ΟἹ sur CZ, tels, 
que le triangle qui aura pour som- 
met le point O et pour base le seg- 
ment Am, sera équivalent au triangle ayant pour sommet 
le point O' et pour base le segment A'w'. 

Que par le point Α on élève la perpendiculaire A a sur 
AX, et que par le point a où elle rencontre la droite don- 
née LM, on abaisse sur BY la perpendiculaire a A’; le pied 
A! est le point cherché sur cette droite. 

Soit Op la distance du point donné O à la droite AX ; 
qu'on prenne A’D'— Op sur BY et que par le point D'on 
mène à cette droite une perpendiculaire, qui rencontre la 
droite LM en d; que de ce point on abaisse sur AX, la per- 
pendiculaire dont le pied est D. Le point cherché O sur 
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la troisième droite CZ sera à une distance de BY égale 
à AD. 
En effet, il suflit de prouver que l’on ἃ toujours, quel que 
soit le point M pris sur LM, 


À m AD 
A AN τος . 
Arm.A"D' ΞΞ À'm'.AD;, ou A — A 


Cette proportion a lieu évidemment, car on a 


‘ Am aM A'm' 


AD τῶ AD 


Donc, etc. 

Porisue LXXIIT. — δὲ autour de deux points fixes P, Q 
on fait tourner deux droites qui se coupent successivement 
en chaque point M d'une droite LE et quirencontrent, res- 
pectivement, deux droites fixes AX, BY parallèles à la 
base PQ, en deux points m, 
πη΄; le point À étant donné sur 
l’une AX de ces droites, et 
un autre point O quelconque 
étant aussi donné : on pourra 
trouver un point Δ' sur la 
droite BY et un point O' sur 


une droite donnée CZ, tels, 
que le triangle qui aura pour sommet ce point O' et pour 
base le segment Am, sera équivalent au triangle ayant 
pour sommet le point O et pour base le segment Am. 

Qu'on mène PA qui coupe la droite LE en a; puis Qa qui 
rencontre BY en Δ΄. Qu'on prenne sur cette dernière droite 
A'D’ égal à la distance du point O et de la droite AX ; qu'on 
mène QD’ qui rencontre LE en εἰ; puis Pd qui rencontre 
AX en D. Enfin qu’on prenne sur CZ le point Θ΄ à une 
distance de ΑΝ égale à AD. Les points Α΄ οἱ O’ seront les 
points demandés. 


En eflet, les quatre droites Pa, PM, P 4, PQ coupées par 


(172) 
AX, EL donnent, d'après le Lemme ΧΙ], 


Am aM ὃ ΕΜ 
AD ad Ed 


Pareillement 
Α΄ ΑΜ EM 
ἈΠ. ad Ed 
Donc 
AL Am 
δ τς ΤΣ ΩΝ 


ou, en appelant Op, O'p', les distances des deux points O, 
O’ aux droites AX, BY respectivement, 


0 p 0p » où AmOp— A m0. 


Ce qui démontre le Porisme. 


XIV Genre. 


Une droite, plus une autre, a un rapport donné avec tel segment compris 
entre un point donné et tel point. 


Porisme LXXIV. — Quand deux points variables m, 
in’ divisent deux droites en parties propor- 

Re tionnelles ; deux points À et B étant don- 
nés sur la première droite : on peut déter- 
———;— miner un point C’ sur la seconde, et une 
raison À, tels, qu'on aura toujours la re- 

lation 
Am + Bm Ἵ 


ΤᾺ 


Qu'on prenne le point C milieu de AB, et son homologue 
Οἱ sur l’autre droite : ce sera le dernier point cherché. Soit 
A’ l’homologue du point A, on aura 


x BA 
C' A’ 


k 
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En effet, puisque A’ et C' correspondent sur la deuxième 
droite aux points À, C de la première, de même que m’ à 7), 
on à 

Cr CA. 
Cm CA C'A’ 
ou 


2 ΞΕ: CA 
par conséquent 
Am + Bm 2 CA BA 


—  — —  ——— — 7e 
Cm CPAC er A 
UE. ᾿ς: 
Porisme LXXV. - S; deux droites tournent autour de 


deux points fixes P, Q en se cou- 
pant sur une droite LE, et ren- 
contrent deux autres droites FX, 
Ε΄ Χ' parallèles à la base PQ, en 
deux points τὰ, ταὶ: deux points 
À, B étant donnés sur la droite 
FX : on pourra trouver un point 
C’ sur Ε΄ Χ΄ et une raison À, tels, qu'on aura toujours 


Am + Br : 
HOTTE | 

Soit C le milieu des deux points donnés A et B; qu’on 
mène la droite PC qui rencontre la droite LE en c; puis la 


droite Qc Le rencontre F’ X’ en C’. Ce point Cet la valeur 


PE EF 
} ΞΞΞ 2 GE Ἐπ: satisfont à la question. 


En effet, les trois droites PM, Pc, PE coupées par FL et 
FX, donnent, d’après le lemme XI, 
Cm ΟΜ EM 
CF cF EF 


On ἃ de mème à l'égard des trois droites ΟΜ, Q ὁ et QE 
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conpées par F'L,F’X", 


C'm' __cM EM 


CE δεν EF? 
donc 
Cm CF σΈ 
Cr = % EF : mA EF". 
Mais 
CF ΡῈ C'F QE 
ch GE (EU τ 
donc 


Cm PE EF 
Ch ἘΚ ἘΠ" 
et comme 
5 Am + Bm 
Cr = =, 
on obtient finalement 


Am+Bm PE EF 


Cm "QE EF 


XV° Genre. 


Telle droite forme sur deux autres droites données de position des segments 


dont le rectangle est donné. 


Porisme LXXVI. — Étant donnés deux droites SL, 
517, et un point P, si autour de ce point on 


rectangle v. 


β fait tourner une transversale qui rencontre 
les deux droites en m et m': on pourra trou- 
ver deux points À et B' sur ces droites, et un 
rectangle y, tels, que le rectangle des deux 
segments Am, B'm’sera toujours égal à ce 


Que par le point P on mène la droite PA 


᾿ Α ᾿ parallèle à SL’, et la droite ῬΒ' parallèle à 


SL. Les deux points demandés A et B/ seront 
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déterminés. Le rectangle » sera égal à SA.SB'; de sorte 
qu’on aura 


Am .B'm! — SA. SB!. 


Cela se démontre par le Lemme XI. En eflet, menons 
par le point 5 une droite qui coupe les trois PA, PB'et Pa 


΄ 


en +, 6et μ. On a par le Lemme cité 


Sax. 56 SA m'B’ 


μα΄ u6 mA 5 Β΄ 


Donc 
DEA 1 Di— SN SD. 
C0 Ἢ DR 

Ce Porisme a été rétabli par Simson et forme sa 41° 
proposition. « Quæ est Porisma, unun scilicet ex 115 quæ 
» Pappus tradit inter Porismata Lib. 1. Euclidis, hisce 
» verbis : Quod recta... aufert a positione datis segmenta 
» datum rectangulum comprehendentia. » 

Porisue LXX VIT. — Étant donnés trois points p, A, ΤΥ, 
on peut mencr par les points À, Β΄ deux droites fixes telles, 
que loute droite menée par le point ρ les rencontrant 
en deux points m, m’, le rectangle 
A m.B'm’ ait une valeur constante. 

En effet, si par le point p on mène 
nm les deux droites p A, pB'; par le point A 
, une droite parallèle à pB', et par le 
point Β΄ une droite parallèle à p A : ces 
deux droites satisferont à la question. 

Cela résulte du Porisme précédent. 


en 

2. à | m Ἂς ἊἝπ 

ας, = 1 PE - à = 
Ὡς : 3 ΩΝ + + τ ἔνα ᾿ 


PT « ‘ee a αὶ , à | PA 
“< TE. he 
” | ra SALE LAS 4 + ΤῊΝ | 


ὴ ‘rate οὔ τ D'LA Î sf, be ea, w ns 
RS ΔΗ LUI UE ΤΠ rent ue 


ὟΤ = LM εἴ νὴ UT, V! 
- ro 
Ca"! ἡ 7 É et 
- Afpr * Γ 
εε ἣν." A x: εἰν Ὁ. | 
! _ ᾿ τ 
Ε r 
τ 1 
nn” x # 4 Π 
ἊΝ HZ 
τῷ PAL sai tu, AC 
τὶ , ti A: M 1 Pi Rd ROME 
124129 … ’ a: Ἢ 2. δ} ae ὭΣ. 
δ ἢ ἃ, € δ ᾿ NL 4 (A νειν μν 
- ἢ φῇ ΝΜ ‘ [Ne 
τ) 
᾿ . Γ οἷς 
- Tr , 


» = 
' ‘ LATE ὃ a en 
HO | = 
LE 2 e 
set : 
‘ % 
ᾳ' δε 1 , 


NE 
| CORRE CE, 
[1] . » UM h Lg à 

M τ , ἤ EU VE 

᾿ d, LÉ 
der di 


{ 
ἐν ἢ 2 dé NA 
Η à 


+ 
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II LIVRE DES PORISMES. 


Pappus dit: « Dans le second Livre les hypothèses sont 
» différentes, mais les choses cherchées sont pour la plu- 
» part les mêmes que dans le [Ὁ Livre. Il y a en outre cel- 
» Jles-ci. » 

Nous donnerons d’abord les Porismes qui appartiennent 
en propre au second Livre et qui y forment les genres XVI 
à XXI, puis, ceux qui rentrent dans les genres du [° Livre. 


XVI° Genre. 


Tel rectangle seul, ou tel rectangle plus un certain espace donné est dans 
une raison donnée avec telle abscisse. 


Porisme LXXVIII. — δὲ deux points variables πὰ, 
um sur une méme droite, sur laquelle sont donnés quatre 
points fixes dans l’ordre a, ce, a’, ο΄, sont liés par l’équa- 
tion 

am mn a 


ΞΕ ξξελ 


er 71e 
cm cm 


on peut trouver un point b’, un rectangle y et une ligne μι, 

Ἄ NE 2 tels, que, quand les 

TE Ho 6 m deux segments am, 

b'm se trouvent dirigés dans le méme sens, on a toujours 
aussi la relation 

am.0'm + 


Τ ΞΞΞΞΞ ᾿ς 
mm 


En effet, l'équation proposée s'écrit : 
am.cm —=).ma'.cm. 
12 
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Remplaçant cm par (ca — ma) et m'a! par (ην οἱ - ca), 
1] vient 
am.cm—=}|ca.me+ ca.ca — ma.n/c— πα. οἱ αὐ] 


ou 


DRE NET PSN EME TE. 
am.CIm + ——.ma—- 
λ-εΕι λ 


Prenons les deux points Let {΄ déterminés par les expres- 
sions 
.ac À1.c'a 
= ? 
λ-ει À HI 


al— 


dans le sens des segments ac, οἱ αἷς respectivement; l’équa- 
tion devient 


am.c'm + C'J.ma— al.c/m/ — al.ac = 0. 


Introduisons le point D’, au lieu de ο΄. en remplacant cn? 
P ? 1 P Ἢ 

par (b'm!— b'c') dans le premier terme, et par {αν ---- ac’) 

dans le troisième : on obtient, après les réductions, 


am.b'm! + δι. δ΄ — aï.am! + al.aa = Ὡς 


Le point δ' est quelconque. Prenons-le de manière que 
JD — al : il sera à la même distance que le point a du 
milieu des deux 1 οἱ δ΄; et l'équation deviendra 


am. b'm'— αἿ (am — am) + al.aa = ὁ 

ou 

am.b'm! + aïl.aa! 

—_————.—— = al. 

mm 

En Ja comparant à celle que l’on s’est proposé de démon- 
trer, on conclut 

ν ἘΞ α΄ et hW— al, 


ou 


Remarquons que le point 1 déterminé par l'expression 
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À.ac 


À sa = 
EL — -.-- occupe la position que prend le point #1 quand 
À 


m'est supposé infiniment éloigné. Car la relation donnée 


am Ν am! 


mc c'm' 


se réduit alors à 


am = Es « 
— — À, ou am—=À.mce—À{(ac—am); 
cm 


et, par suite, 


Ainsi le point σὲ coïncide avec I. 

Pareïllement, quand le point m est infiniment éloigné, le 
point correspondant m! coïncide avec J' déterminé ci-dessus. 

Observation. Nous avons supposé, dans l'énoncé du 
Porisme, que les quatre points donnés se trouvaient dans 
l’ordre a, c, α΄, ο΄, que présente la figure, et auquel s’ap- 
plique la démonstration. Maïs, quel que soit l’ordre de ces 
points, sous la seule condition que les deux segments ac et 
aa se trouvent dirigés dans le même sens, le Porisme ἃ tou- 
jours lieu. 

ΤΊ subsiste même encore, quand les deux segments ac, aa’ 
ont des directions différentes; mais alors ce n’est plus à 
l'égard des couples de points γι, m! qui font des segments 
am, b'm de même direction ; c’est à l'égard des couples de 
points pour lesquels ces segments se trouvent de directions 
contraires. 

Dans chaque cas la démonstration sera imitée de celle qui 
précède. Il est inutile d'ajouter que dans la Géométrie mo- 
derne une seule démonstration, de même qu’un seul énoncé 
de la proposition, suffisent pour tous les cas possibles. 

Cas particulier. D'après la généralité du Porisme, quelle 
que soit la position relative des points donnés, on peut 

12, 
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supposer que les deux points a et a’ se confondent; alors 
le rectangle ν disparait. Cela s’accorde avec l’énoncé du 
XVI: Genre, auquel appartient le Porisme, 

Il est à remarquer encore que dans ce cas, où le point a 
coïncide avec son homologue a, le point b' coïncide aussi 
avec son homologue. 

En effet, si a et α' coïncident, l’équation devient, en 
appelant e la position de ce point, 


em.b!m = el.mm. 
Et si l’on suppose que #7 vienne en δ', on ἃ 
o — el.mm!. 


Donc mn! = o, c'est-à-dire que les deux points homo- 
logues m, m' coïncident. Mais m'est en D’. Donc ce point δ' 
coïncide avec son homologue. 

Porisme LXXIX. — δὲ autour de deux points P, Q on 
fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite 

L donnée de posi- 
tion LD et quiren- 
contrent une au- 
tre droite aussi 
donnée de posi- 
tion AX, en deux 


points m, m'; le 
point À  ctant 
donné sur cette droite : on pourra déterminer un second 
point B', un rectangle v, lequel peut étre nul, et une ligne 
L., tels, que, pour certaines positions du point M, en nom- 
bre infini, sur la droite AX, on aura toujours la relation 


Am.B'm + 
mm! + S 


En eflet, d’après le Porisme XXIV (Corollaire II), il 


existe entre les deux points γι. m! que les deux droites tour- 
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nantes déterminent sur la droite AX, une relation telle que 


Am.Cm!—).A'm!.Cm, 


dans laquelle A et A’ sont des positions particulières des 
deux points variables m, m; ainsi que Cet C. 

Par conséquent, d’après le Porisme précédent, cette re- 
lation donne lieu à celle-ci : 


Am.B'm' + y = u.mm!. 


Il s’agit de déterminer la position du point Β΄, le rectan- 
gle ν et la ligne y. 

Qu'on mène QD parallèle à AX, qui rencontre la droite 
LD en D, et PD qui rencontre AX en 1. Puis, PH parallèle 
à AX, qui rencontre LD en H, et QH qui rencontre AX en 
J'. Qu'on prenne Β΄ sur AX, à la mème distance que A du 
milieu des deux points 1 et 4΄. Enfin qu'on mène PA qui 
rencontre LD en x, et Ὁ + qui rencontre AX en A’. On aura 


DAT et. = Δ AA 

et, par suite, 

Am.B'm'+ AI.AA' 

᾿Ξ Ξ 5. 55:ΞΞ AT. 
Car le point 1 qui vient d'ètre déterminé est évidemment la 
position que prend le point m quand πηι est infiniment éloi- 
gné; par conséquent, cette équation est celle qui a été dé- 
montrée dans le Porisme précédent, 

On vérifiera aisémentque dans le premier membre de cette 
égalité, le signe plus aura lieu, conformément à l’énoncé du 
Porisme, pour les positions du point M, telles (dans la 
figure ci-dessus), que les deux points m, 171} se trouvent de 
côtés différents des points À et Β΄, respectivement. De sorte 
que, sous cette condition, le Porisme sera démontré. 

Quand le point A est situé en E où la droite LD rencontre 
AX, le point À coïncide avec À, de sorte qu'on ἃ AA'— ο. 
Mais alors le point B’ coïncide aussi avec son homologue; 
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ce qui ἃ lieu en F où la droite PQ rencontre ΑΝ, L'équa- 
tion devient donc 
Ε μι. Ἐ 
mm 


— HE 


Pareïllement, quand le point À esten F sur la base PQ, 
B'est en E. 

Ce sont les cas prévus par l'énoncé que Pappus a donné 
du XVI‘ Genre. 

Porisme LXXX. — δὲ par chaque point M d'une droite 
LE on mène une droite aboutissant à un point fixe P et 
une autre droite MQ parallèle à une droite donnée; et si 
ces deux droites rencontrent une autre droite donnée AX 
en deux points 
m, mn’; 6 point 
À étant donné 
sur la droite 
AX : on peut 
déterminer un 


point B', sur 
cette droite, un rectangle y et une ligne , tels, que pour 
des positions du point M, en nombre infini, sur AX, on 
aura toujours 


Am.B'm' + 
RE EE Le 
mm ἱ 


En effet, qu'on mène à LF la parallèle PI qui rencontre 
AX en I; puis, à AX la parallèle PH qui rencontre LF 
en H; et parallèlement aux droites MQ, la droite HJ qui 
rencontre AX en J'. Qu'on prenne sur AX le point B, à la 
même distance que le point A du milieu des deux points 
1, J'; etenfin qu'on mène PA qui rencontre LF en α, et par 
ce point une parallèle aux droites MQ, qui rencontre AX 
en Δ΄, On démontrera, par les considérations employées 
pour les Porismes précédents, que 


u = ΑἸ το Al AA’: 
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et que l'on ἃ dès lors 


Am.B'm! + AI.AA' 


mm 


—1Al: 


Ici (c'est-à-dire dans la figure ci-contre) le rectangle AT. AA 
sera additif pour toutes les positions du point M qui seront 
telles, que les deux points mr, m! soient du même côté des 
deux points À et Β΄, respectivement. 

Si le point À se trouve en E sur PE parallèle aux droites 
MQ, ou en 1", A coïncide avec A (et B' avec F, ou avecE), 
et le rectangle » est nul : de sorte qu’on a 


Emn.Fm' Fm.Em’ ΩΞ 
-ἰφο τ εεει  ἐθροιν ν τ ὡραθο 


ΠΣ “1 


Le Porisme est donc complétement démontré. 

Porisue LXXXI. — Par un point O donné sur une 
droite OE, on mène deux droites Om, Om’ faisant avec 
OE des angles égaux, et rencontrant une droite fixe AF 
en deux points m 
et m’; le point À 
étant donné sur 
cette droite : on 
pourratrouverur 


autre pointB',un 
rectangle y et une ligne μι, tels, que pour des positions des 
points m, m’, en nombre infini, on aura toujours l'égalité 
Am.B'm! + 
mm 1. 


Soient OF perpendiculaire à OE ei 116 milieu de FF; soit, 
en outre, l'angle FOA'’ égal à FOA ; on prendra 1B/— ΑἹ, 
y = ΑΙ. ΑΛ’ οἐ p — AT; de sorte qu'il faut démontrer que 
pour des positions des points m, η΄, on aura 


A m.B'mm! + AI.AA! - 


ΩΝ 


( 184) 

Les points m, m' devront se trouver du mème côté des 
deux points À et Β΄, respectivement, lorsque le point A 
sera en dehors du segment FE, à droite ou à gauche indiffé- 
remment:; et de côtés différents des deux points A et B'lors- 
que le point A sera entre E et F. 

Supposons le point À à gauche de F. Soit la droite GOG 
parallèle à AE. Les quatre droites OA, Om, OI, OG font 
entre elles des angles égaux à ceux des droites OA", On, 
ΟΘ΄, Of; et l’on en conclut, par les corollaires des Lem- 


mes ΠῚ et X1 (p. 83 et 84), la relation 
Am.Xm/— A'm'.AI. 


Ecrivons 
An ([B' + B'm/) — A'm'.AE, 
ou, parce que IB'— AI, 
Am.B'rn! + Am. ΑΙ ΞΞ À'm . ΑἹ. 
Am.B'n! + (AA + Ain) ΑἹ — A'n7. ΑἹ, 
Am.B'm'+ AT.AA — AT (Α΄ γί — Am) = Al.mm'; 
ctenfin 


Am.B'm' + AI.AA' =, 


η 
1)}}}} 


ΑἹ. 


La démonstration se fera par le même raisonnement, dans 
le cas où le point A sera pris entre E οἱ F. 

Si À coïncide avec un de ces deux derniers, le rectangle v 
sera nul évidemment, cas prévu par l'énoncé du XVI° Genre. 


XVII Genre. 


Le rectangle compris sous telle droite et telle autre droite est dans une 
raison donnée avec une certaine abscisse. 


Porisme LXXXII, —— (δὲ deux points variables sur une 
droite ef sont liés par la relation 


em , em 
( 1) - Ἂς \ 


mf fm" 


(185 ) 


on aura aussi entre ces deux points une relation telle que 


m € m f em fm" I 
I mm! ΞΞ 11:9 
Ξ c'est-à-dire qu’il existera sur la droite 
ef un point 1 donnant lieu à cette re- 
0 5 
lation. 


Le point I se détermine par l'équation 


X: 
An 
λ-Εὶ 


er 


Fe À d'où 


; 
de sorte qu'il faut démontrer que lon ἃ 


em. fm Mer 
mm ΧΞΕῚΙ 


En effet, que l’on mène par le point #»’, et dans une di- 
rection quelconque, une droite 7), Ὁ égale à m/f; puis, par 
le point e une parallèle à cette droite, et par le point O les 
droites Om, O f qui rencontrent cette parallèle en ὦ et F. 

Le Lemme XI donne, en considérant les trois droites 


O f, On et Om! coupées par les deux ef, eF 
Ρ Ρ Ῥ : 


CE ei 
mm" fm eF 


ou, parce que eF — ef, 


em, fm : 
---- —= οἱ, 
mm 
Mais on a encore 
ei em em’ 


FE  mf° fm 
Par conséquent, à cause de l'équation (1), 


ei ς ne : 1.eF Àh.ef 
ΞΘ - d'ORLN δὲ — f 


( 186 ) 
Donc 


em. fm DT À 


πῶ. À Et 


Ce qu'il fallait démontrer. 
Donc, etc. | 
Remarquons que la position du point I déterminée par 
l'équation ες — À, est précisément celle que prend le point 
m quand le point η΄ s'éloigne infiniment. 
Car, dans ce cas, l’équation (1) se réduit à _ ) 
donne pour le point m la position même du point I. 
Autrement, L'équation (1) s'écrit 


em.fm'=— À.em!.mf. 


Ω 
- 


Or il existe entre les quatre points e, f, m, nr, d'après le 
Porisme LIX, l'identité 

mm'.ef = em.fm! + em'.m/, 
d'où 

em! .mf = mm'.ef — em.fm'. 


L'équation proposée devient donc 


em.fn = À.mm'.ef — }.em.fm'; 
d'où 
em fn ).ef 


mm À +1 


Donc, etc. 

Ponisme LXXXIII — δὲ autour de deux points fixes 
P, Q on fait tourner deux 
droites qui se coupent sur 
une droite donnée de po- 
sition LF, et qui rencon- 
trent une droite fixe AX 
en deux points m, m'; E, F étant les points où la droite ἈΝ 
rencontre la base PQ et la droite LE": on pourra trouver 


(187 ) 
une ligne p, telle, que l’on aura toujours 


Emn.EFm’° 


mn 


Ce Porisme est une conséquence du Lemme XVI (propo- 
sition 142), d’après lequel les quatre droites ML, MP, MQ, 
ME, coupées par les deux AX et LE entrainent l'équation 


mE., FE ds 5 MCE 
mm °Fm'  PQ° GQ 


Que l’on mène par le point Q une parallèle à EF, qui 
rencontre la droite LE en K:; et qu'on mène PK qui ren- 
contre EF en I. 

Les trois droites KQ, KP, KG, coupées par les deux 
EG, EF, donnent 

1G : GG = τοι (Lemme ΧΙ.) 
On ἃ donc 


mE£E FE EI Em.F mn 

. -- — 4 
onu à El. 
1m Fm EF mm 


Par conséquent, il suffit de poser  — ΕἸ. 

Donc, etc. 

Porisme LXXXIV. — Sipar un point P on mène deux 
droites faisant des angles 
égaux avec une droite fixe 
PX, et rencontrant une 
autre droite AY en deux 
points τὰ, m : on pourra 


trouver deux points E, F 
sur cette dernière et une ligne p, tels, que le rectangle 
Em.Fm/' sera toujours égal au rectangle &.mn'. 

Les deux points E, F sont ceux où la droite PX et sa per- 
pendiculaire menée par le point P rencontrent l’autre droite 


, r ; EE 
donnée AY, La constante y est égale à + 


( 188 ) 

En effet, les deux droites PE, PF sont les bissectrices 
de l’angle mPm/ et de son supplément, par conséquent les 
deux points σις m! divisent harmoniquement le segment EF, 
c’est-à-dire que l’on a 

Em En’ 
Fm _mE 


On démontrera donc, comme pour le Porisme LXXXIT, 
ou l’on conclura de ce Porisme mème, que 


Em.Fm' EF 


mm 2 


Donc, etc. 


XVIII Genre. 


Tel rectangle ayant pour côtés la somme de deux droites et la somme de deux 
autres droites a un rapport donné avec telle abscisse, 


Porisme LXXXV. — Quand deux droites tournent 
autour de deux points fixes P, Q en se coupant toujours 
sur une droite donnée de position LE, et qu’elles rencon- 
trent une autre droite 
fixe ΛΟ, en deux points 
m, πγ΄: {es deux points 
A et C' étant donnés sur 
cette droite : on peut 
trouver deux autres 


points B et D’, et une 
ligne μι, tels, que pour 
chaque couple de points τὰ, m’ dont le premier se trou- 
vera hors du segment AB, et le second hors du segment 
C'D', on aura toujours la relation 


(Am + Bm)(C'm' + D'm') ὁ 


mm 


Soient E, F les points d’intersection de la droite AC’ par 
les droites LE et PQ. 


(189) 
Qu'on prenne BE = ΕΑ, 1.8 — FC’. Les deux points B 
et D’ sont déterminés. 
Qu'on mène par le point Q une parallèle à AC’, qui ren- 
contre LE en; puis, qu’on mène ΒΡ qui rencontre AC’ en 
1; on aura u — 4 EI. De sorte que l'équation à démontrer est 


(Am+Bm)(C'm +D'm') EL. 


min 


En eflet, les points E, F, I satisfont aux conditions du 
Porisme LXX XIII : et, par suite, ils ont avec les points 171; 
m la relation constante 


Em.Fm' 


=.EL. 


mm 
Mais, de plus, le point E est le milieu de AB : donc 


Am<+Bm 


2 


Em = 


Et pareïllement, le point F est le milieu de BC’: ainsi 


Cr Dr 


5, 


Fr) — 
L'équation devient dès lors 


(Am+Bm)(C'm!+ D'm') 
-- π΄ -- ΞΞΞ ΠΕ 
ΟΕ ὩΣ 
Porisme LXXXVI. — Autour d’un point O pris sur 
une droite fixe OH, on fait tourner deux droites Om, Om’ 
dont les angles avec cette droite OH sont toujours égaux, 
et qui rencontrent une aulre droite donnée AC' en deux 
points m, m; les deux 
points À et (ὦ étant 
donnés : on pourra 
trouver deux autres 
points B et D'sur la 
méme droite AC, et 


( 190 ) 
une ligne p, tels, que quand les deux droites Om, Om 
seront au dehors des angles AOB, C'OD, respectivement, 
on aura toujours l'égalité 
(Am + Bm)(C'm' + D'm') 
PT ee ᾿ Ξβ ς 
min : 


La droite donnée OH et sa perpendiculaire menée par le 
point O rencontrent AC! en deux points E et F. On aura 


μ'ΞΞΞῈ 3ΈΝ. 
Qu'on prenne ensuite ΕΒ - AE, οἱ FD'= ΟἽ"; les deux 


points demandés B et D’ seront déterminés. 

L'égalité proposée résulte alors du Porisme LXXXIV, 
en appliquant à la relation qu’il établit entre les points E, 
Τὴν m, m! des transformations semblables à celles du Po- 
risme précédent. 


XIX° Genre. 


Un rectangle qui a pour côtés telle droite et une autre droite augmentée 
d’une seconde qui ἃ un rapport donné avec telle autre, et le rectangle 
construit sur telle droite et une autre qui a un rapport donné avec telle 
autre, ont leur somme dans un rapport donné avec une certaine abscisse. 


Porisme LXXXVII — Quand deux droites tournent 
autour de deux points 
fixes P, Q en se coupant 
sur une droite LE, et ren- 
contrant une autre droite 
Jixe en deux points m, 
πη΄; οἱ quatre points À, B, 
α΄, D’ sont donnés sur 
cette autre droite : on 
peut trouver un cinquième point ἘΠ, deux raisons À et u, 
et une ligne y, tels, qu'on aura la relation 


Am(C'm'+).D'm')+u.Bm.E'm 
—— ---- —#, 


min 


( 191} 

En eflet, soient ΕΠ et F les points d'intersection de la 
droite AB par PQ et LF, et I le point déterminé comme 
dans le Porisme LXXXITI : on aura, d'après ce Porisme, 

Ε »'.Fm 
(1) —— —= FT. 


mm 


Mais on sait qu'il existe entre les quatre points F, γι, A, 
B, la relation 


Fr. AB = AF.Bm+FB.Am 


ou 
FA FB 
Fm — Br + Am. 


Et, parcillement, entre les quatre points Ε΄, η΄, C, D’, 


ΟΕ: RAD 
Fine pin 077. 
“ D’ Ὧ" [De 


Par conséquent l'équation (1) devient 


FB ED UE Ε΄ Ρ 
Am. | ἘΠῚ CE Dm) τις = Bm.E' nr 


AB C'D’ CE τ 
: ΞΕ ΕἾ; 
mm 
ou 
/ C'E’ ΑΕ CD’ 
Am. ᾿νε D’) + ep BrEnr _AB CD Ξ 
mm — FR ED τ 


ΤΙ suffit donc de prendre 
LEE AF C/D7 τ AB CD 


À — —— ΞΘ — ΞΞΞΞ Ξεϑί εξ Σ 
ED” ἢ ἘΠ π᾿ ”—FB ED 


FI, 
pour que le Porisme soit démontré. 

Observation. Cette proposition donne lieu à d’autres 
Porismes. 

Par exemple, on peut supposer que les deux raisons À et 1 
soient données ainsi que les trois points A, C’, E/: on déter- 
minera la ligne ν et les deux points B et D’. 


(192) 

Ou bien encore, si l'on donne la raison À et la ligne », 
avec les mêmes points, on déterminera la raison μ et les 
deux points B, D”. 

ΧΧ Genre. 
La somme de ces deux rectangles est dans un rapport donné avec le seg- 
ment compris entre tel point et un point donné. 

Porisme LXXXVII. — Étant donnés sur une droite 
quatre points, placés dans l’ordre a, α΄, b, b': on peut 

trouver un cinquième point O 

τσ πε τ ὕω 3 ligne μι, tels, que pour 

tout autre point m, pris entre 

a et a! ou entre b οἱ b' indifféremment, on aura toujours 
la relation 


ma.ma + mb.mb'! 
-ΞΞ------ ἢ 


mO és 
Le point O se détermine par la relation 


Oa.Oa! = O0b.0b!:; 


et la ligne u est égale au double de la distance αὖ des mi- 
lieux des deux segments aa, δ᾽. 
En eflet, soit le point η1 situé sur bb’, on ἃ 


ma.ma = (mO +Oa)(mO + Oa!) 

— mO + mO (Oa + Oa') + Oa.Oa’, 
mb.mb' = (πιῸ --- Ο δ) (Ὁ 6’ --- m0) 

-- mO + mO(0&+08) --- 086.08. 


Ajoutant ces équations membre à membre, ayant égard à 
l'égalité qui sert à déterminer le point O, et observant que 
si αἱ et 6 sont les milieux des segments aa’, bb’, il en résulte 


Ou+Oa'—20x et Ob+OB'— 206; 
on obtent 


ma.ma + mb.mb'= 2mO (Ox+O06)=— 2m0.a6, 


( 193) . 


ou 
ma.ma + mb.mb' 


2 
re == 2 a0: 
Cr Or 

Observation. On vérifie aisément que la relation qui 
constitue ce Porisme, et le Porisme même, par conséquent, 
ont lieu quelle que soit la position relative des quatre 
points a, α΄, b, b', pourvu qu'on prenne le point γι dans 
des régions différentes, déterminées par cette simple règle : 
quand les deux segments ma, ma’ ont la même direction, 
les deux mb, mb doivent avoir, l’un par rapport à l’autre, 
des directions différentes; et réciproquement. 

Ce Porisme se trouve, sous un tout auire énonc é: parmi 
les Lemmes de Pappus relatifs au second Livre de la Rs. 
déterminée d’Apollonius. Il est reproduit dans douze Lem- 
mes consécutifs (propositions 45-56) qui répondent aux 
différentes positions que peut avoir le point m, en raison 
des positions relatives des quatre points a, α΄, b, δ'. 

Dans la Géométrie moderne on comprend tous ces cas 
dans la seule formule | 


ma.ma — mb.mb! 


Ρ 
— 20€ 
πο Ἶ 


en donnant des signes aux segmenis (voir »raité εἰς Géo- 
métrie supérieure, P. 194). 

Porisme LXXXIX.— Deux droites SI,, SL/ étant données 
de position ; un point À étant donné sur 
la première, etun point C'sur la seconde: 
on peut trouver deux points B et B sur 
ces droites, et une ligne p, tels, que si 
autour d’un point donné P on fait tour- 
ner une transversale qui rencontre les 
deux droites SL, SL’ en deux points m, 


m', on aura toujours pour chaque posi- 


tion de cette transversale comprise à la 
13 


{194:} 
fois dans les deux angles APB, C'PP', ou située au dehors, 
la relation 


Am.B'm + Bm.C'm! ἂν, 
Br prier 


Que par le point P on mène une parallèle à 517, qui 
coupe SL en 1; qu'on prenne BI — ΑἹ, le point B est dé- 
terminé; et la droite PB marque sur 512 le point Β΄. La 
droite PA rencontre SL’ en A’; qu'on prenne u — ( Α΄’: la 
ligne w est déterminée. 

Supposons que la transversale soit intérieure aux angles 


APB, C’ PB’; il faut démontrer que 


Am.B'm' + Bm.C'm' 


Bm = CA". 


Or C'A'= (εν + m'A'; par conséquent, il suffit de faire 
voir que 


Am.B/'m = Bm.nrA!. 


En eflet, les quatre droites qui partent du point P font 
sur les deux transversales SL, 51} des segments tels, que 


Am ΑἹ ἽΝ m' Α' 


ae (Lermme XI.) 


ou bien, puisque ΑἹ — IB par construction, 


Am  m'A' 
Bm  Bm 
ou enfin 
Aun.B'r = Bin .m A. 
Ge Ὁ; 
Donc, etc. 
Lemme. — Quand deux points variables m, n sur 
deux droites ab, ab’ sont liés par la relation 
am a'm' 


ee 
δεν, 1 δ Ὧν 


( 195 ) 
si l’on prend deux points arbitraires e, ἃ sur La première 
droite, et les deux points ο΄, d' qui leur 
correspondent sur la deuxième droite : 
on peut déterminer une constante lb 
telle, qu'on aura toujours 


cm ο΄ m' 


dm — OZ at nm’ 


τ valeur de cétte constante est 


l\'be + ca 

U—= ————. 

λ bd — ad 
En effet, qu'on place les deux droites ab, α' δ' de manière 
que les deux points a, a’ coïncident, les quatre droites bb!, 
cc, dd" et mm’ concourent en un même point. Car on a, 


par hypothèse, 


am ) am! Ἢ ac λ α' «ς΄ 
ere e — ΞΞΞΛ. ——0 
bm b'm' be b' ec! 
Donc 
aim ac ame αἱ δ΄ 


br be à b'm' δ᾽ 4. 


Ce qui prouve (Lemme XVI) que les trois droites bb’, ce’ et 
mm’ concourent en un même point. Et le mème raisonne- 
ment s'applique à la droite dd. 

D'après cela, il existe entre les deux systèmes de quatre 
points a, 6, d, m et α΄, ε΄, d', πε (Lemme ΠῚ ou Lemme 


XVI), la relation 


cm, ca CRT A 
. Ξ-- Ὁ, 11 92, 
dm da DMC. 
ou 
! [4 LA LA 
cn c'm 6 δῶ 
di Ar Tel 
Or 
ac a! c’ 
ΤΣμδδλ χα, Τὰ 


139. 


( 196 } 


d’où 
Abc.a'c'= ac.b'c'= ac.(b'a — c'a), 
(λδε + ca)a!c'= ac.b'a!. 
Pareillement 
(Abd — ad) α' 4’ = ad. δ' α΄. 
Donc 
α' ε΄ ac λδο- ca scie λύε + ca 


ad — ad \bd= ad” "ad -\bd ad 
Et, par conséquent, 


cm cm dbc+ca 
dm d'm bd — ad 
δ ὦ, ἂν, mi 
Corollaire I. Si l'on suppose que le point c coïncide 
avec a, il s'ensuit que l'équation 


7 
am am 
— = À 


donne lieu à celle-ci : 


am am! À.ba 


dm  d'm ).bd— ad 


Corollaire II. On peut prendre le point 4 de manière 
que l’équation devienne 


ἘΠῚ ΑΝ am! 
md d'm 
En effet, il suffit de faire 
λ. αὖ £ 
Ÿ bd a: À.ab = Δ. ῥα --- ad. 
À.ab—}.(ad— ab) — ad, ad — DE 


À —1 


Cette dernière expression fait connaitre la position du 


point d. 


ΤΊ] existe une autre détermination très-simple de ce point. 


(197) 
Soit 1 la position que prend le point » quand η΄ est à 
l'infini; position qu’on détermine par l’équation 


aï 
31 == να 
L'équation 
ar a! m' 
md — d'm 
devient 
- al 


Aïnsi le point I est le milieu entre les deux points a et d; 
et cette considération sert à déterminer le point d. 

Porisme ΧΟ. — Quand deux points variables m, τὰ 
sur deux droites ab,. α' δ΄ (qui peuvent étre coïncidentes), 
sont liés par la relation 


/ 


am 3 am’ 
δι  b'm' 


on peut prendre arbitrairement un point d' et déterminer 
deux autres points c, g et une ligne p, tels, que si Les 
segments am, €m se trouvent de méme direction ou de 


m ὡς ὃ CNED} _d' 
6 4 ο' 


directions contraires, et si les segments b'w’ ct d'm’ sont 
aussi de méme direction ou de directions contraires, on 
aura toujours la relation 

am.b'm + cm.d'm' 


ge 


— (4. 


En effet, d’après le Corollaire II du Lemme qui vient 
d’être démontré, on peut trouver deux points e et εἰ, tels, 
qu'on ait toujours l'équation 


am am SUR AZ 
— τε -—; οὐ am.cinm = mc.am. 
me € m 


( 198 ) 


΄ 


Écrivons : 
am, (c'b!+ b'm) = mc(a'd'— n'd'), 
am.b'm + mc.m!'d'=me.a «Ἢ — am.c!b!. 


Introduisons un point g, en remplaçant dans le second 
membre am par (gm — ga), et mc par (mg— cg); il vient 


am.b'm + cm.d'm'= gm(d'a — c'b')+ ga.c'b'— gc.d'a. 
Qu'on détermine le point g par l'équation 


ga AOL 


et la constante y ainsi 
u = d'a — cb; 
Péquation devient 
am.b'm + cm.d'm = u.gm. 


C0. En 
Porisme XCI. — De chaque point M d’une droite 
LM on mène à un point fixe P un rayon qui rencontre 
une droite AX en m: et du méme point M on abaisse 
une perpendiculaire M sur une autre droite B'D'; le 
point À étant donné sur la droite AX, et les points B', Ὁ) 
sur la deuxième droite 
B'D': on pourra trou- 
ver deux points C et G 
sur la droite AX, et 
une ligne μι. tels, que, 
quand les points m et 


m’ se trouveront à la 
fois entre À et C, et entre B'et D’, respectivement, ou 
bien lorsqu'ils seront à la fois hors de AC et de BV, {a 
somme des deux rectangles Am.B'm! et Cm.D'm sera 
au segment Gin dans le rapport de la ligne μ à l'unité. 
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ΤΙ s'agit de démontrer l'égalité 


Am.B'm' + Cm.D'm' 
Gm 


Qu'on mène à la droite LM, par le point P une parallèle 
qui rencontrera la droite AX en I, et qu’on prenne le point 
C sur le prolongement de AT, à la distance IC — ΑἹ. 

La droite PC rencontre la droite LM en un point c d’où 
l’on abaisse la perpendiculaire cC’ sur B'D'. Du point a 
où PA rencontre LM, on abaisse sur B'D' la perpendicu- 
laire a A’. Le point G se détermine par la proportion 


GA ΑΝ". 
σῦν. «BCE 
et l’on a 


μ — DEA C'R!. 


En effet, les quatre droites PA, PC, Pm, PI coupées par 
AX et LM, donnent 


Ἐπ : - --- (Lemme XI.) 
ou 
Am aM 
mC —cM’ 
puisque AI — IC. 
Or, à cause des parallèles a A’, Mr’, cC, 
aM  A'm' 
. Co 
Donc 
Am A'm' 


πὶ Cm. 


D’après cela, la démonstration du Porisme précédent 
s'applique au Porisme actuel. 
Donc, etc. 


Porisme ΧΕΙ]. — Autour de deux points fixes P, Q 


( 200 } 
on fait tourner deux droites se coupant toujours sur une 
droite donnée de position LM, et rencontrant, respective- 
ment, en m et w deux autres droites données de position ; 
si deux points À et C! sont donnés chacun sur l’une de 
ces dernières droites : 
on pourra trouver un 
point B sur Am, un 
point B' sur C'm’, et 
une ligne μι. tels, que, 
quand les segments 
Am, Bm se trouveront 


de méme direction ou de directions contraires, si les seg- 
ments ΤΥ τα’ et C/m' ont aussi entre eux la ménie direction 
ou des directions opposées, on aura toujours la relation 


Am.B'm + Bm.C'm' 


----- --- LL, 
Bm ; 


Qu'on mène à la droite C/m/ par le point Q une paral- 
lèle qui rencontre la droite LM en ἐς; la droite P£ coupera 
Am en 1: et en prenant BI — IA, le point B sera déter- 
miné. 

Qu'on mène PB qui rencontre LM en b; la droite Ὁ ὁ 
déterminera sur Cm! le point Β΄. Enfin, qu'on mène PA 
qui rencontre LM en a, et Qa qui rencontre C'rr en A’; 
et qu'on prenne w— CA’. 

Il faut donc démontrer que 


Am.B'm + Bm.C'm' 


TA 
Ba = CA. 


Or, en supposant avec la figure, que les points m et γι 
soient situés sur les segments respectifs AB, Οἱ Β΄, on aura 
CA'= Cl + m'A!. 

Par conséquent, 1] reste seulement à prouver que 


Α ων. B'in = Bin εὐ A. 


( 201 ἢ 
En elïet, d’une pari les segments que les quatre droites 
PA, PB, Pm#, PI font sur AB et LM ont entre eux, d’après 
le Corollaire 1 du Lemme ΠΙ (p. 82), la relation 


Am, AI. aM αἵ 
Bm°iB ὁδ "ἐδ 
Et d'autre part, on a, en vertu du Corollaire du Lemme ΧΙ 
(Ρ. 83), appliqué aux quatre droites partant du point Q et 
coupées par les deux LM, Α΄ Β΄, 
: aM ,ai ΠΑΝ 
ὁ "δὲ B'm 
Donc 
Am AI mA 
Br °IB ΤΟ ΗΠ 
Mais AI — 1Β. Donc 


Am m' A! 
ER EE 
B »2 Β΄ μι 


ou Am.B'n! = Bm.m A. 


Ώ, ὍΣ», ΕἸ D; 


ΧΧΙ Genre, 


Le rectangle compris sous telle droite et telle autre est donné. 


Porisue XCIII. — Quand deux points variables τὰ; 
nv sar deux droites ab, a/b' sont liés par la 
relation 

am .b'm . 
ΞΞΞΞ A 


bm.a' με’ 7 


on peut trouver deux points 1. J'sur les deux 
droites et un espace y, tels, que le rectangle 
Im. J'n soit toujours égal à cet espace. 


Soient ce, ο΄ deux posilions correspondantes 
des points τὲ, m' sur les deux droites, de sorte qu’on ait 


ac.b'c’ 
À; 


be α’ εἴ 
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et, par conséquent, 


αὶ. ὁ’ πηι ac.’ ε' 
bm.a!m' ἘΣ ΤΣ 
ou 
am .be a! m'.b'c! 
-:. -.-Ὄ- --....-.--ὄ 
bm.ac b'm'.a'c! 


Supposons qu’on place les deux droites de maniere que 
les deux points a, a’ coïncident: les deux droites bb’, cc! se 
coupent en un pointS, et la droite mm’ passe toujours par 
ce point ; ce qui résulte de l'équation ci-dessus, d’après le 
Lemme XVI de Pappus. Qu'on mène les droites SI, SJ 
parallèles aux deux droites a'b', ab, respectivement. On à, 
par les triangles semblables, 


am m'a am m'a 
εἰ" M 0 DR Ce 
Écrivons 
Im—la _Ja—J'm 
Ia F1 J'm' 
Cette égalité se réduit à 
Im J'a’ 
τς Im 


ou 


Em.J!m = 1a.ya. 


Par conséquent ν = 14.J'a'. Etle Porisme est démontré. 


Remarque. La position du point I se détermine par l’ex- 
pression 


Car en considérant les quatre droites Sa, Sb, Sc, SI cou- 
pées par les deux ab, a'b', on ἃ, d’après le Lemme ΧΙ, 


Ja ca c' b! 


( 03 ) 


où 
Ia ἘΠ ΩΝ ὍΤΩΙ ca.c' bd’ 
10" cb beats 
On a de même 
[΄ a’ I 
Jar 
Porisme XCIV. — Étant donné un parallélogramme 


ABCD, si de ses sommets À, B on mène deux droites à 
chaque point M du côté opposé CD, 
lesquelles rencontrent la droite EF 
qui joint les milieux des deux côtés 
AB, CD, en deux points τὰ, w': on 
peut trouver un point Î sur cette 


droite EF et un espace y, tels, que 
le rectangle πὶ. π΄ sera égal à cet 
espace. 

En effet, on aura 


Im.lm If. 
Car les quatre droites AC, AD, AM, AF coupées par 


les deux FC, FE donnent, en vertu du Lemme ΧΙ, 


Jr CM DM 
1, τ DE 
De même 
4 Im DM , CM 
TE = DF °C 
Et, par conséquent, 


Im. — IF. 
Co: ΕΕ ΤΌ. 
Porisue XCV. — Étant donnés un parallélogramme 
ABCD, et deux points P, Q sur ses côtés AD, CD, st par 


ces points on mène dans une direction quelconque deux 
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droites parallèles qui rencontrent en m et m' les deux 
B côtés AB, CB : le rectangle Am.Cn 
est donné. 
Soient N, N’ les points dans lesquels 


la droite PQ rencontre les deux côtés AB, 
CB, on a 


Am.Cm — AN.CN. 


En effet, on voit par les triangles sem- 


D 
blables que 
Am CO PMARIETION" 


alert Mn tp: 


par conséquent 

Am CN’ 

AN Cm? 
ou 

Am.Cm! — AN.CN. 
ἃ. Ὁ. ἘΠ ἢ. 
Porisme XCVI. — δὲ autour de deux points fixes P, 

Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur une 
droite donnée de position 
LF, et rencontrent une au- 
tre droite fixe AX en deux 
points m, Ὡν :- on pourra 
trouver deux points I, J'sur 


cette dernière droite, et un 
rectangle y, tels, que le produit des deux segments Im, 
J'm' sera toujours égal à ce rectangle ». 

Qu'on mène parallèlement à la droite fixe AX la droite 
QC qui rencontre LF en G : la droite PC coupera AX en I. 
Que pareillement on mène la droite PD parallèle à AX, la- 
quelle rencontre LF en D : la droite QD coupera AX en Δ΄, 


Les deux points cherchés 1, Δ΄ sont ainsi déterminés, 
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Quant à la constante ν, soit F le point de rencontre de 
la droite LF et de AX ; on aura 


y—=IF.JF. 
Il faut prouver dès lors que 


Im.Jm —=1F.JF. 


Or cela résulte, sans difiiculté, du Lemme XI (proposi- 
tion 137). En effet, d’une part, en considérant les quatre 
droites PM, PF, PC, PD coupées par les deux AX et LF, on 
trouve 

Im ΟΝ DM. 


1K CE DE 
et, d'autre part, en considérant les quatre droites ΟΜ, ΟΕ, 
QC, QD coupées par les deux mèmes 
J'F CM DM 
LOC DE 
Donc 
Ir JF 
IE Mr! 
ou 
1π|- Ὁ} ΞΞΙΒ TE 
CPOU Ἐν D 
Porisme XCVIT. — Quand deux droites tournent au- 
tour de deux points fixes en faisant 
entre elles un angle de grandeur don- 
née, el qu'elles rencontrent en deux 
points τὰ. m' deux droites données de 
position : on peut trouver sur ces der- 
nières droites deux points fixes I et Y,, 
et un rectangle y, tels, que le rectangle 
Im.J'm' soit toujours égal à ce rectan- 
gle v. 


En effet, considérons quatre systèmes de deux droites 
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inclinées entre elles sous l'angle donné. Dans le premier 
système les deux droites rencontrent, respectivement, les 
deux droites données en a et a’; dans le deuxième système, 
en m et m/; dans le troisième système, la droite menée par 
le point Q est Qi parallèle à l’une des deux droites données, 
et la droite menée par le point P rencontre l’autre droite 
donnée au point 1; enfin, dans le quatrième système, la 
droite issue du point P est Pj parallèle à cette dernière 
droite donnée, et la droite issue du point Q rencontre l’autre 
en 7΄. 

Les droites Pa, Pm, PI et Pj coupent la droite a’ni en 
quatre points que nous appellerons ἡ, M, # et J. On ἃ 
entre ces points et les trois a, m, I la relation 


In __iM .JM 


Ta VAT TAN 


(Lemme XI.) 


Mais ces quatre droites font entre elles les mêmes angles 
que les quatre droites correspondantes Qa', Qm', Qi et 
Ὁ : par conséquent, on a entre les quatre mèmes points 
À, M, J,cet les trois α΄, m', J', la relation 
iM JM J'a! ; 
—:——-—. (Corollaire IF, p. 83. 
iA JA Ψ τυ ( | ) 


Donc + 
- = τς ou εἰ —la.J'a 
Ainsi y —1la.J'a — const. Ce qui démontre le Porisme. 
Observation. Si les deux points P, Q coïncidaient, au- 
quel cas il y aurait à considérer un angle de grandeur don- 
née tournant autour de son sommet, et dont les côtés ren- 
contreraient les deux droites fixes en deux points m, m': 
la proposition qui vient d'être démontrée permet de con- 
clure qu'il existe dans ce cas sur les deux droites deux points 
Let J' donnant lieu à la relation constante 


ln. J'm = const. 
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Ponisue XCVIIL. — δὲ autour de deux points P, Q on 
Jaït tourner deux droites faisant, respectivement, avec 
deux droites fixes PX, QY 
deux angles égaux, mais en 
sens contraire; ces deux droi- 
165 tournantes rencontreront 
deux.droites fixes AZ, B'U' en 


deux points m, τα: et l’on 


pourra trouver sur ces dernières droites deux points 1, J’, 
tels, que le rectangle Xm .J'nv soit égal à un rectangle dé- 
termine. 

Qu'on mène la droite PI faisant l’angle IPX égal à l’an- 
516 qu'une parallèle à BU’, menée par le point Q, fait avec 
la droite ΟΥ̓ ; le point où cette droite PI rencontre AZ est le 
point Ï demandé. On détermine, semblablement, le point 
J' sur Β΄ ΄, en faisant l’angle J'QY égal à celui qu’une pa- 
rallèle à AZ, menée par le point P, fait avec la droite PX. 

La démonstration de ce Porisme est semblable à celle du 
Porisme précédent. 

Porisue XCIX.—S: de chaque point M d’une droite LM 
on mène une perpendiculaire Mm sur une droite fixe 
ΑΧ, et une droite MP aboutissant 
à un point fixe P, laquelle ren- 
contre une troisième droite BY en 
ur point m': on peut trouver sur 


les deux droites AX, BY deux 
points Τ᾿ J’, tels, que le rectangle 


Im.J'm’ sera égal à un rectangle 
détermine y. 

Qu'on mène par le point P une parallèle à BY, qui ren- 
contre la droite LM en r, et que de ce point on abaisse une 
perpendiculaire 11 sur la droite AX. Le pied de cette per- 
pendiculaire est le point cherché I. L'autre point J' sera 
situé à l'intersection de la droite BY et d’une parallèle à la 
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droite LM, menée par le même point P. Et l'on aura 
Em. Jr = const. — v. 


La démonstration n'offre aucune difficulté, d'après ce 
qui précède. 

Porisme C. — Étant donnés un triangle ABC et une 
droite DE parallèle à la base 
AB, st autour d'un point P situé 
sur cette droite on fait tourner 
une transversale qui rencontre 


les deux côtés du triangle en 


deux points a, Ὁ, et qu'on mène 
les droites Aa, Bb qui rencontrent DE en m et π΄, le rec- 
tangle Pm.Pm’ sera constant. 
Ce théorème est une conséquence du Lemme XI. En 
effet, les trois droites AB, AC, Aa coupées par les deux 
PD, Pa, donnent, d’après ce Lemme, 


Pm Pa Fa 


PD = PO Er 


De même les trois droites BA, BC, BD donnent 


PE Pa Fa 
Pr. ῬῬΡ Εὖ 
On a donc 
Em PE 
PD Ρη" 
ou 


Pm.Pin — PD.PE. 


Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CI. — Étant données deux droites OA, OL, 
et un point À sur la première, si 
par ce point on mène arbitraire- 
ment deux droites AM, AM qui 
rencontrent la droite OL en M et 


M', et que par ces points on mène 
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deux autres droites Mm, ΜΠ αν parallèles, respectivement, 
à AN’, AM, et qui coupent OA en m et π᾿: Le rectangle 
Om.Om’ est donne. 
On a, en effet, 


Om.Om OX Ἔ 


Car les triangles semblables formés par les parallèles 


donnent : 
Om_OM , OA ΟΝ 
OA OM’ Om ΟΜ’ 
Donc 
O OA = 
SE = 5” où O-07 —=OA" 
À ? 


Remarque. 11 existe encore d’autres relations entre les 
segments déterminés par la construction de ce Porisme. 
Telle est la relation 


qui se déduit des mêmes triangles semblables. 
En effet, 
OZ, _ ΟΜ On ΟΜ’ 
Am  MM° Am MM 


D'où 
Om __Am OM 
Om Απι OM 
Mais 
Am τςς mM LE OM 
Am AM ΟΜ’ 
Donc 
2 
O7 __ Am 
rc 2: 
τς Am 


On a aussi cette autre relation 


Am — 2Au.Om, 


μ. étant le milieu de mm. 
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On voit effectivement que 


AM MM’ À 
Om OM? 
et que de plus 
Am'— Am Α m' ee ΟΜ’ τὰς ΟΜ’ -- OM _ MM’ 
AE τ τ, πὸ ON + SUOMUN ON 
Donc 
ἌΣ ΕΝ Am — Am ΔῊ 2 Au 
Om — Am Fu Am 
ou 


Are 2 Au.Om 


II‘ Genre (1). 


Porisme CII. — Étant données deux droites SA, SA, 
si par un point donné P on mène une droite qui les 
rencontre en ἃ, a, et sur laquelle on 
prend le point m déterminé par l’é- 
* galité 


ce point est situé sur une droite donnée de position. 

Cela résulte du Lemme XIX (proposition 145).Carsoient 
PBB' une position de la droite menée par le point P, et M 
le point déterminé par l'équation 


MB ΡΒ 
ΜΒ PB’ 


D’après le Lemme, le point γι, quelle que soit la direc- 
Lion de la droite Paa’, sera situé sur la droite SM. 


(1) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 117. 
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Porisme ΟΠ. — Étant donnés deux droites SA, SB 
et un point P, si par ce point on 
mène deux droites quelconques qui 
rencontrent les deux droites données 
en a, a'et Ὁ, Β΄: le point de con- 
cours des diagonales ab', ba! sera sur 
une droite donnée de position. 


Ce Porisme est encore une conséquence du seul Lemme 


XIX. 


Eneffet, soient x, 6 les points déterminés par les égalités 


αἰῶ Pa Che BE 
aa LEA 6b'- pb 


Il résulte du Lemme XIX que la droite αὖ passe par le 
point S, intersection des deux droites ab, a'b', et aussi par 
le point m, intersection des deux droites ab’, ab. 

Mais d’après le Porisme précédent, la droite Sx6 est dé- 
terminée de position; donc le point m est sur une droite 


déterminée de position. 
CAO πὸ ἘΣ 


Porisme CIV.— Z'rois droites étant données de position 
et trois points À, Β΄, C" étant donnés sur ces droites, si 
l’on cherche un point M, tel, que les pieds des perpendi- 
culaires abaissées de ce point sur les trois droites étant 
m, m/, πη". on ait entre les segments Am, B'm/, C/m/ /a 
relation 

Am + }.B'm' ἔ 

D ΩΝ ἃς 
À et p étant deux raisons données: le point M sera sur une 
droite déterminée de position. 

Cette proposition est une conséquence du Porisme 
LXVIIT, d'après lequel, si l’on détermine deux points M,, 
M; satisfaisant à la question, c’est-à-dire à l’équation 

Am+).B'm/ 
M Hs 


14. 
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une infinité d’autres points de la droite M, M, satisferont 
aussi à celte équation. 

Porisme CV. — Trois droites étant données de posi- 
tion, si l’on cherche un point M, tel, que les obliques Mp, 
Mp', Mp” abaïssées de ce point sur les trois droites, sous 
des angles donnés, aient entre elles la relation constante 

Mp + 1.Mp' 

ΠΣ ΤΩ ni 
À et p. étant des raisons données : le point M sera sur une 
droite donnée de position. 

Ce Porisme se déduit sur-le-champ du précédent; car si 
par un point À de la première droite sur laquelle tombent 
les obliques Mp on mène une parallèle AX à ces obliques; 
et par chaque point M des parallèles à la première droite : 
ces parallèles feront sur AX des segments À m égaux, res- 
pectivement, aux obliques Mp. Si l’on remplace, sembla- 
blement, les autres obliques Mp', Mp" par des segments 
Β΄ ι΄, Οὐ». on aura, entre les trois segments correspon- 
dant au mème point M, la relation 


AE BA 
“σεν τοι 


et, conséquemment, le point M sera sur une droite déter- 
minée de position. 

Remarque. Ce Porisme est un cas particulier d’une pro- 
position des Lieux plans d’Apollonius, rapportée par Pap- 
pus, en ces termes : 

Plusieurs droitestant données, si d’un point on abaisse 
sur ces droites des obliques sous des angles donnés, et que 
le rectangle d’une oblique et d’une (ligne) donnée, plus 
le rectangle d’une autre oblique et d’une donnée, fasse 
une somme égale au rectangle d’une autre oblique et d’une 
donnée, et semblablement pour les rectangles des obliques 
restantes : le point sera sur une droite donnée de position. 
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Porisme C\I.— Quand deux angles de grandeur cons- 
tante MPm, MQ m tournent autour de leurs sommets P, 
Q de manière que les 
côtés PM, ΟΜ se croi- 
sent loujours sur une 
droite LM donnée de 


position, l'angle P 


étant donné de gran- 


deur : on peut déter- 

P Q RO CN  miner la grandeur de 
l'angle Q, de manière que le point d'intersection des côtés 
Pm, Ὁ πὴ des deux angles soit aussi toujours sur une droite 
donnée de position. 

Que l’on place l’angle P de manière que son second côté 
Pm coïncide avec la droïie PQ, son premier côté PM vien- 
dra couper la droite LM en un point C; que l’on prenne l’an- 
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516 Q égal à CQR, dont le premier côté est QC et le second 
R prolongement de PQ. Cet angle sausfera à la question. 
P Ὁ © q 
En effet, considérons les deux angles mobiles dans quatre 
9 Ὁ I 
positions, où leurs premiers côtés se croisent sur la droite 
LM en quatre points À, B, M, C. Dans les trois premières 
il Ρ 9 3 P 
positions, leurs seconds côtés se croiseront en trois points 
a, b, πε: et dans la quatrième position, ils coïncideront sui- 
" 9 9 q ? 
vant la droite PQ. 

Soit c le point où la droite ab rencontre PQ ; et suppo- 
sons qu’elle coupe les deux côtés Pm m en deux points 
q P ? P 

Mi, Mo. 

On a entre les quatre points À, B, M, Cet les quatre a, 

ὦ, m,,c (par le Corollaire ΠΠ du Lemme II, p. 84), 


am, ac AM AC 
bm,° bc ἘΝ BC 


Pareillement 
αἴ αὐ AM AC 
bm,' ὧς ΒΜ ΒΟ 


Donc 
am, am; 
bm,  bm, 


Ce qui prouve que les deux points m;, m, coïncident, c’est- 
à-dire que le point m se trouve sur la droite ab. 

Le Porisme est donc démontré. 

Porisme CVII. — Quand deux droites LA, L’A' sont 
divisées en parties proportionnelles par deux points va- 
riables a, a!, entre lesquels a lieu, par conséquent, une re- 

lation telle que ed — À, st l’on prend 

A a 

sur chaque droite aa le point τὰ qui la 

divise dans un rapport donné μι: ce point 

est sur une droite donnée de position ; et 
cette droite est une de celles qui divisent 
“ LA et L'A'en parties proportionnelles. 

En eflet, soient m et mr! les points qui divisent les deux 
droites aa’, bb' dans le rapport donné μ. La droite mm’ ren- 
contre les deux droites LA, [/A' en ὁ et ο΄. Des parallèles à 
cette droite περι, menées par les points a, b, coupent L' A’ 


en ἃ εἴ. 
On a, par les triangles semblables, 


εἰ α ma 
ἢ 7 — nt = De 
c'a ma 
Et de même 
εἰ 6 mb 
c' b’ RCE Hoi 
Donc 
c' a c'6 c'a εἰ α' 
---- = ——— 9 ou — Ξξξ . 
c'a’ cb’ c'6 c'b' 
εἰ α ca 
Mais à cause des parallèles ac, b6, cc’, — ΞΞ --. 
ς Ὁ cb 
Done 
ca Cr 


({2 τι} 
Ce qui prouve que la droite mm! ou cc’ est du nombre des 
droites aa’, bb',..., qui divisent les deux LA, L/A' en par- 
ties proportionnelles. Or par le point m on ne peut mener 
qu'une telle droite (1). Donc les points σι, m”,... qui 
divisent d’autres droites dd’, ee’,... dans le rapport y, 
seront sur la droite cc’. Donc, etc. 

Corollaire. Puisque chaque droite qui divise en parties 
proportionnelles les deux droites aa’, bb' est une de celles 
qui divisent en parties proportionnelles les deux droites 
données LA, 1. Α΄, on en conclut ce théorème : 

Quand deux droites LA, LA! sont divisées en parties 
proportionnelles par un système de droites aa', bb',..., 
deux quelconques de celles-ci sont divisées en parties pro- 
portionnelles par toutes les autres, y compris les deux 
BA, L'A'. 

Porisue CVIIT. — Quand trois points variables τὰ, m', 

m” sur trois droites fixes L, L', 1/ di- 
Br à visent ces droites en parties propor- 
tionnelles, le centre de gravité du tri- 
angle mm'm/” est situé sur une droite 


L déterminée de position. 


in eflet, le centre de gravité σ᾽ du triangle mm/m' est si- 
En eflet, | tre de gravité g du triangl À 
tué sur la droite menée du point 1 au milieu à de mm à 


(1) En effet, si trois droites aa’, bb', cc' passaient par un mème point ἢ, 
on aurait, en appelant S le point de rencontre des deux droites LA, L'A’, 
l'équation 

b 51 "δ' 5.6! 
Es —; (Lemme III de Pappus.) 


ae Sc) a!c' Se 


b 
Or, par hypothèse, — — ——. Donc Ἐξ 


Mais cette proportion exprime que les deux droites bb", cc’ sont parallèles ; 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc trois droites qui divisent en parties 
proportionnelles deux droites données LA, L'A’ non parallèles, ne peuvent 
pas passer par un même point, 


; . 2 . û 
une distance mg — Ξ mp. Or le point y est sur une droite 


déterminée de position, qui est une des droites η σι (Po- 
risme précédent). Et le point fait sur cette droite des 
divisions proportionnelles aux divisions que le point mr fait 
sur L/ (Corollaire précédent), et, par conséquent, propor- 
tionnelles aux divisions que le point τὲ fait sur L. Donc le 
point g qui divise la droite mu dans un rapport donné, est 
situé sur une droite déterminée de position. 
αἰ. 0. PRO 

PorismE CIX. — δὲ de chaque point M d’une droite 
L donnée de position on abaisse des perpendiculaires 
sur trois droites fixes, le triangle déterminé par les 
pieds de ces perpendiculaires a son centre de gravité situé 
sur une droite donnée de position. 

En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les trois 
droites en parties proportionnelles. Par conséquent, le 
. Porisme est une conséquence du précédent. 


[ff Genre (1). 


Porisue CX. — Quand deux angles égaux APA, 
l AQA' sous-tendent une 
même corde AA, st l’on 
Jait tourner le premier P 
autour de son sommet: les 
cordes aa’, bb',..., mi’ 
que ses côtés interceptent 
entre les côtés du second 


Q, seront divisées toutes 

par la droite AA, dans une raison donnée. 
Les deux points variables #1, m' forment sur les deux 
droites indéfinies QA, QA! deux divisions semblables, οἱ 


9 


(1) Voir l’énoneé de ee Genre, p. 133 


('2un) 
l'on a 
Am Aa 


CONS . 
A! m' A'a' 


En effet, quand le côté PA de l’angle mobile devient PC 
parallèle à la droite QA, l’autre côté PA’ devient en même 
temps PC’ parallèle à QA’. Les quatre droites PA, Pa, Pm 
et PC ont leurs angles égaux, respectivement, à ceux des 
droites PA’, Pa’, Pm’ et PC’. Appelons A”, a”, πι', ( les 
points où ces droites rencontrent QA. Ces points et les trois 
A, a, m donnent lieu (d’après les Corollaires des Lemmes II 


et XI, p. 83) à l'équation 


Aa PAU a” : Ca! 


Arras bo mie CE art 
[9] reilleme e le Ὃ mêmes points Δ", a” 
ἢ ἃ, pareillement, entre les quatre mêmes points 47; 
“ + . 
m”, Cet les trois A’, &/, nr, 


A'a' AVAL ᾿ Ca 


Α΄ “γ΄ Ἄς 


Donc 
Α δὶ A'm' 
Aa A'a! 
où 
Am A «a 


a — —1CONSEÉ 
A'm' AVG 


Ainsi les deux droites QA, QA sont divisées en parties 
proportionnelles par les cordes mm’. Dès lors, d’après le 
Porisme CVIT, l’une de ces cordes, par exemple A À’, divise 
aussi toutes les autres en parties proportionnelles. Si donc 
æ et p sont les points où les deux cordes aa’ et mm’ rencon- 
irent AA’, on a 
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γε Genre (1). 


Porisme CXI. — Étant données trois droites À, B, C 
et deux raisons À et μ: on peut trouver une quatrième 
droite D, telle, que toute droite coupée par les trois pre- 
muères en trois points a, Ὁ, c faisant des segments ab, 
bc dans le rapport À, sera coupée par la quatrième D en 
un quatrième point d, qui déterminera des segments da, 
db dans le rapport donné μ. 

En effet, si les droites abc, a δ' εἰ, a”b"c/,... sont divi- 
sées en parties proportionnelles par les trois droites À, B, 
C, deux de ces dernières, A, B, sont elles-mêmes divisées 
en parties proportionnelles par les droites abc, a’b'c',.... 
C'est ce qui résulte du corollaire du Porisme CVII. Donc, 
d’après ce Porisme mème, si l’on prend sur celles-ci les 
points d, d',..., 1615, que l’on ait 

da d'a 
DE —_ μ. FX ΞΞΞ μ. 0» 
ces points εἶ, d',... seront sur une quatrième droite D dé- 
terminée de position. Ce qui démontre le Porisme énoncé. 


VI° Genre (2). 


Porisme CXII. — Étant donnés trois points À, B, C 
et deux raisons À et u, si l’on demande une droite telle, 
que les perpendiculaires p, 4, Ὁ abaiïssées des trois points 
sur cette droite aient entre elles la relation 

PÉFAGEUI A 
Hiitier Ἦν 
cette droite passera toujours par un méme point. 
Cela résulte du Porisme LXXI, d’après lequel, si l’on 


(1) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 136, 
(2) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 130. 


(219) 
détermine deux droites satisfaisant à l'équation proposée, 
toute autre droite menée par leur point d’intersection y 
satisfera aussi. 

Porisme CXIII. — Étant donnés deux droites SA, SA' et 
deux points P, P'en ligne droite 
avec le point S, si autour de ces 
points on fait tourner deux droites 
parallèles qui rencontrent, respec- 
tivement, SA et SA' en m et τη : la 
droite mw’ passera par un point 


donné. 

En effet, soient Pa, et Ῥ' α' denx droites parallèles, et PB, 
P'6’ deux autres droites parallèles; les quatre droites PS, 
Pa, Pb, Pr font entre elles, deux à deux, des angles égaux 
aux angles formés par les quatre droites P’S, P'a', P'4’, 
P'm'. Par conséquent, on a (d’après le Corollaire ΠῚ du 


Lemme ΠΙ, p. 84), 


Sa.mb Sa'.m D 
σὺ ma  Sb'.m'a! 


Et eette équation prouve, d’après le Lemme XVI, que la 
droite mm’ passe par le point d’intersection des deux droïi- 
tes aa”, bb’. Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CXIV.— Un triangle ABC étant donné, si par 
le pied de la perpendicu- 
laire abaissée du sommet 
C sur la base AB, on mène 
deux droites faisant des 
angles égaux avec la per- 


ρ Α D B 


pendiculaire et rencontrant, respectivement, les côtés CA, 
CB en a et b: la droite ab passera par un point donné. 

Soit α'δ' une deuxième droite semblablement détermi- 
née. Les quatre droites DC, Da, Da’ et DA font entre elles 
des angles égaux à ceux des droites DC, D, Ὁ) δ' et DB. Par 


( 220 ) 
conséquent, on a entre les deux systèmes de quatre points 
C, a, a, À et Ὁ, b, b', B (d'après le Corollaire III du 
Lemme II, p. 84), l'équation 

Ca Aa Cb Bb Ca.Aa' Οὐ. .Β δ' 

Ca ‘ha δ Be | Ca.aa ἘΣ 
Donc, d’après le Lemme ΧΙ ou le Lemme XVE, les trois 
droites ab, α' δ' et AB passent par un même point. Ce qui 
démontre le Porisme. 

Porisme CXV. — δὲ de chaque point d’une droite 
donnée de position LE, on abaisse sur deux droites pa- 
rallèles deux obliques sous des angles 
donnés : la droite quijoindra les pieds 
de ces obliques passera toujours par 
un méme point. 

En effet, soient 77, m! et A, A! les 
pieds des obliques abaissées de deux 
points M et a de la droite LE : on a 
par les triangles semblables (comme 
au Porisme XLVI), 

Am AE , A'E’ 
Am ΔῈ" 4«ἘΓ 


Mais, en appelant P le point où mm! rencontre AA’, on 
aura visiblement 
AP Am AE τ ἈΠ 
“πικρὶ ep M ere CU 
Donc le point P est fixe. Donc, etc. 
Porisme CXVI. — Quand trois droites sont parallèles, 
sé autour de deux points P, Q on 
fait tourner deux droites qui se 


coupent Su" l’une des premières et 


rencontrent les deux autresen deux 
points m, πγ΄: la droite mn passe 
par un point donné. 


{3510} 
En eflet, on ἃ 
Em ἘΡ 2 LD NE 
FM  FP FM _ FQ 
Donc 
Em EP E’Q 
Er UUEP: FQ 


Mais la droite mm’ rencontrant PQ en b, on a de plus 


Donc 


Le point ρ est donc fixe. Done, etc. 
Porisme CXVII. — Étant données trois droites SA, 
᾿ SB, SC qui passent par le méme 


point S, si autour de deux points 
b . 
"fixes P, Q on fait tourner deux 


a . 5 2 
“ droites qui se coupent sur l’une de 
: ͵ τὸν \ ces droites SC, et rencontrent, res- 
Ι. Q > 


pectivement, les deux autres en ἃ 

et Ὁ: la droite ab passe par un point donné. 
En effet, soient c et » les points où la droite ab rencontre 
SC et PQ. Le Lemme IT, appliqué d’abord aux trois droi- 
tes SA, SB, SC coupées par pab, £ AB, fournit la relation 


cp. bp __Cp,Bp 


ca bas. ZCÂANBA 


Et parcillement, à l'égard des trois droites ma, mb, mc 
coupées par les deux mêmes, 
ce. bp __Cp,.Qp 
ca ba CP °QP 
De ces deux égalités résulte celle-ci : 
Bp BA.CP 


Qp CA.QP 


(2066 ) 
qui détermine la position du point p sur la droite PQ. Ce 
qui démontre le Porisme. 
Porisme CX VIII. — δὲ sur deux droites SA, SB dont les 
points À, B sont donnés, on prend deux 
points m, m’ liés par l'équation 


Am.Bm/— AS.BS: 


la droite mm! passera par un point donné. 
Qu'on forme sur les deux droites SA, 
SB le parallélogramme ASBP; le sommet 
P sera le point par lequel passe la droite πηι. 
En effet, si l’on considère les droites PA, PB et une troi- 
sième menée par le point P et rencontrant SA, SB en m, 


m',on aura évidemment 


-- ΕΞ τς >» ou ÂAm.bm!— AS.BS. 
Donc etc. 


> VII Genre (1). 

Porisme CXIX. — Étant donné un angle ASA/, on fait 
tourner autour d’un point P une droite qui rencontre les 
côtés de l'angle en ἃ et 
αἰ: d'un autre point Q 
on mène les droites Q a, 
Qax qui coupent une 
droite fixe CD parallèle 
à SQ, en deux points m, 
πη΄ : 2 existe sur CD un 
point E, tel, que le rapport des deux segments Em, Em’ 
reste constant. 

Ce point E est à l'intersection de la droite CD, par la 


droite PQ. 


(1) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 144. 


25. 

En eflet, soit Pbb' une deuxième position de la droite 
tournante : QB et Q δ' déterminent sur CD les points 6, δ΄. 
D’après le Lemme III, les trois droites Paa/, Pbb'et PAA' 
coupées par SA, SA’, donnent 

Sa ΑἿΣ Sa. Α΄ δ’ 
πο SI AT 

Mais, d’après le Corollaire IT (p. 83), les droites Οϑ, 
Qa, ὁ, QA, coupées par SA et CD, donnent aussi 


Et de mème 


Donc 


Em Em’ 


Ex Ἂν» E6 
Het 


Ἐπ Ἐ6' 
ὍΣ ΟΝ Ἐς D. 


ou 


VII Genre (1). 


Porisme CXX. — δὲ de chaque point M d’une droite 
LG on mène à un point fixe P une droite qui rencontre 
une autre droite AX en un point 
m; et que du méme point M on 
abaisse une perpendiculaire Μ τα 
sur la droite AX ; le point À étant 
donné sur AX et une ligne a étant 


aussi donnée : on pourra trouver 
deux autres points et Α' sur AX 
et une raison ἃ, tels, que l’on aura l’équation 

Im.A'm 


Am.a 


— à. . 


(1) Voir l’énoncé de ce Genre, p. 149. 


(24) 

Qu'on mène par le point P une parallèle à LG, qui ren- 

contre la droite AX en 1; puis, qu'on prenne IC = a. Qu'on 

mène PC qui rencontre la droite LG en ce, et qu’on abaisse 

sur ΑΧ la perpendiculaire ο΄. Enfin, qu’on prolonge PA 

jusqu'à la rencontre de LG en a, et qu’on abaisse la per- 
pendiculaire a A’ sur AX. On aura 

Im.A'm' A'C 

Am.a a AC: 


En effet, les quatre droites PA, Pm, PC et PI coupées par 
AX et LG, donnent (par le Corollaire Il du Lemme ΧΙ) 


Im ΤῸ __ ac 
Am'AC  aM 


Or 
ac AC 
aM Am 
Donc 
Im ΤῸ ACT {m.A'm AC 
Am°AC Am? ἯΝ Am ἴδ ἈΠ 


ou, parce que IC — a, 


Im.A'm ΝΗ AC 
Am.a AC 


C:#0..#2 Ὁ 
Porisme CXXI. — δὲ autour de deux points P, Q on 
fait tourner deux droites qui se 
rencontrent sur une droite dor:- 
née de position LM, et qui cou- 
pent une autre droîte aussi don- 
née de position AX, en deux 
points m, m’; une ligne μι étant 
donnée : on peut déterminer le 
point À sur la droite AX et 
trouver aussi deux autres points A' et 1 sur cette droite, 


{250} 
tels, qu'on aura toujours l'égalité 


Im.A'm' 
Am 


Qu'on mène par les points P et Q les parallèles à la droite 
AX, qui rencontrent la droite LM en j et ἡ, puis les droites 
Pret Ὁ) qui déterminent sur AX les deux points I et J'. 

Qu'on prenne le point A’ à la distance μ de J', de sorte 
que AJ = y, et qu'on mène QA' qui rencontre LM en a, 
puis Pa qui coupe AX en A. Les points A, Α' οἱ I satis- 
font à la question : c’est-à-dire que toujours 


πὶ. Α' ἡ 


Am 


ΞΞΞ AT. 


En effet, les quatre droites menées du point P, savoir PA, 
PM, Ρὲ et Pj, coupées par LM et AX en a, M, ὦ, j et 
À, m, 1, donnent (d’après le Corollaire II du Lemme XI) 

Τὰ ἘΝ où 
Am «Μ΄ κα] 


On a, pareïllement, entre [65 points a, Ν,), ἐ ει A’, m!, 1’, 


AI a a, tj 
Am ΜΝ 
Donc 
Im AU 
Am Am? 
où 


1m.A'm/ 
Am 


— ΑΧ'. 


Οὐ ὉΣ τῷ Ὡς 
Observation. Le point A’ déterminé par la condition 
A'J=— y, peut être pris indifféremment d’un côté ou de 
l’autre du point J. Il s'ensuit que le Porisme admet deux 
solutions, quant aux points Α et Α΄: 16 point I restant le 


même dans les deux cas. 
15 
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Il est clair qu'on ἃ aussi la relation 


Porisme ΟΧΧΙΙ. — δὲ l’on fait tourner un angle de 
grandeur donnée autour 
de son sommet O, et que 


7' AmaA Mm' 1 


ΞΖ : ses côtés rencontrent une 
Στ droite fixe AX en deux 
points τὰς m'; le point À 
étant donné sur cette droite : on pourra trouver deux 


autres points 1 et A’, et une ligne, tels, qu'on aura tou- 
jours la relation 


1m. A'm 


Am 


Soit GOG' parallèle à AX. Qu'on fasse les angles AOA, 
10G' et GOJ' égaux à l’angle mobile mO m’'; et qu'on prenne 
u = À'J': les points I et A’ ei la ligne y seront déterminés; 
et l'égalité à démontrer devient 


1 nt 
= m αὐχὴν. 

Les quatre droites OA, Om, ΟἹ et OG parallèle ἃ AX, 
font entre elles les mêmes angles que les quatre OA, On’, 
OG et OJ’. Concevons une droite transversale qui rencontre 
ces droites dans les deux séries de points a, n,i, get α΄, n', 


g,j3 on aura, entre ces points (en vertu du Corollaire HE, 


Ρ. 84); 


an in an" g'n 
OUR ET meme + me VD lo 5 6 
UE a or 
» (D J.025 4 


Mais les droites OA, Om, OT, OG, coupées par AX et la 


transversale αὐ donnent (Corollaire II, p. 83) 


an | in Am 
ag c ig un D'À 
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et les droites OA', On, OG, OJ', coupées par les deux 


mêmes AX, ar, 


a'n' ,g'n A'm' 
a! Jp © δ΄ 74 A' J' 
Donc 
! ! ! ! 
Am __ ἃ πὶ a Im. Am ς, AJ 
ΩΣ far = 5 
Im Α΄ Am 


On démontrerait de mème que 


Am.J'm 
PR  - ΞΞΞ ΑἸ. 
ÀA°m 
Plus brièvement. Les quatre points A, m, I, æ ont leur 
rapport anharmonique égal à celui des quatre points A’, 


m', ©", ΄, Ce qu'on exprime par l'équation 


Am __ A'm 
VA Ad 
ou 
I. A'm' TE 
RAR TE 
Donc, etc. 
X° Genre(1). 


Porisme CXXIIL. — Autour d’un point O on fait tour- 
ner un angle πὶ Ὁ πγ΄ dont les côtés rencontrent une droite 
fixe LA en deux points m, m'; le point À étant donné sur 

Β΄ 4 y m I m a cette droite : on 
“͵, | ᾿ N | ; : Res me un 
NUE second point Β΄. un 

rectangle ν et une 


Ἢ 0 ἊΝ ligne p, tels, que 


pour une infinité 
de positions de l’anzle mobile, on aura toujours l'égalité 
Ρ 8 5 


Am.B'm! = ν +u.mm!, 


(1) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 156, 


15, 
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Qu'on détermine les points A’, Let J', comme au Porisme 
CXXII; et qu'on prenne B'J/—I]A, y — AT.A'A et m — AI. 
On aura la relation 

Am.B'm = AIÏ.A'A -- AI.mm 
pour toutes les positions du point m entre 1 et J', ou au 
delà, selon que le point donné A est placé au delà des points 
Let J', ou entre ces points, respectivement. 
En effet, on a la relation 


Am.J'm — Am. AT. (Porisme CXXII.) 
Écrivons : 
Am.(B'ni — B'J") — Am’. ΑἹ, 
Am.B'm — Am.B'J + A'm'. AT, 
Am.B'm=—mA.JB+(AA—m'A)AI. 
Or J'B' — AI. Donc 
Am.B'm = (mA —m/A) AI - A’A.AI, 


ou enfin 
Am.B'n/ = ΑἸ. Δ'Α - AI.mm. 


CDR ὩΣ 
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III LIVRE DES PORISMES. 


Pappus dit: « Dans le ΠΙῚ Livre, le plus grand nombre 
» des hypothèses concernent le demi-cercle, quelques-unes 
» le cercle et les segments. Pour les choses cherchées, la 
» plupart ressemblent aux précédentes. Il y a en outre 
» celles-ci. » 

Ainsi que nous l'avons fait pour le II° Livre, nous donne- 
rons d’abord les Porismes qui forment les huit Genres spé- 
ciaux au ΠΠ Livre, de XXII à XXIX ; et ensuite, ceux qui 
rentrent dans les vingt et un Genres précédents. 


XXIE Genre. 


Le rectangle de telles droites est au rectangle de telle et telle autre dns un 
rapport donné. 


Porisme CXXIV. — Quand une droite tourne autour 
= d'un point p et rencontre deux 
droites SA, SA' données de posi- 


tion, en deux points m, m'; un 


mn Point À étant donné sur la pre- 
mière droite : on peut déterminer 
un point À! sur la deuxième et une 
raison À, tels, que le rectangle Sm.A'm’ sera au rectangle 
Am.Sm’ dans la raison À. 

Ce Porisme est exprimé par le Lemme ΠῚ (proposi- 
tion 129 de Pappus). 

Porisme CXXV. — Quand deux droites qui tournent 
autour de deux points P, Q en se coupant toujours sur une 


droite LM, rencontrent deux autres droites GX, αἱ Χ' en 
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im et m'; οἱ deux points À, B sont donnés sur GX : on peut 
déterminer deux points À’, B! 
sur (αἱ Χ' et une raïson À, tels, 
que le rectangle mA .m'P 
sera toujours au rectangle 
ον mB.m'A dans la raison À. 
Q En eflet, qu'on mène les 

droites PA, PB qui coupent 
LM en aetb; puis, les deux droites Q a, Q qui rencon- 
trent G/X' en A’ et Β΄. Ces deux points sont les points de- 
GA.G’B 
GB.G' A’ 
mA.mB _ GA.G'B 
mB.m'A' T GBC A 


mandés, et la raison À — + De sorte que l’on a 


En effet, les droites PE, PM, P a, Pb coupées par les deux 
LM, GX, donnent, d’après le Coroll. I du Lemme IL, p. 82, 


Ma ,Ea mA, G 

Mo°Ed mB°GB 

Ma ,Ea _m'A', G'A 

Mô‘E6 mB°GB 

mA GA  m'A' G'A mA.m'B  GA.G'B' 

mB°CB wB'GB ° mB.mwA  GB.CA 
Gr, 2. 

Porisme CXXVI. — Quand un cercle passe par trois 

points À, DB, C, si autour de deux de 

ces points À, B, on fait tourner deux 


Pareillement 


Donc 


M 


C 
Ε TX ε droites qui se coupent en M sur la cir- 
δι, conférence et rencontrent une corde 
à Β EF en met m': le rectangle Em.Fm'’ 
est au rectangle Fm.En dans une 
raison donnée. 


Soient D, D'les points dans lesquels la corde EF rencon- 
tre les droites AC, BC. Les quatre droites AE, AD, Am, AF 


( ais } 
font entre elles les mêmes angles que les quatre BE, BD’, 
Bm', BF. Par conséquent, on a, entre les deux séries de 
quatre points E, D, m,FetE, D’, η΄, F, d'après le Corol- 
laire ΠῚ du Lemme II (p. 84), l'équation 


Em Fm Τῇ Em Fm’ En.Fm __FED’.ED 
ΕΠ τ ED RD 7 Ex Fax ΠΙῈΡ 


Si EF est parallèle à BC, on trouve alors que 


Em.Fm __ ED 
Ἐπ Ἐπ ἘΠ᾽ 


Ainsi le Porisme est démontré. 
Observation. On ἃ encore entre m et nv l'équation 
Dm.Fm' DE 
Dm .Fm DE 
Ces relations, qui s'appliquent aux sections coniques, con- 
situent le théorème de Desargues sur l’ënvolution, et for- 
ment, dans la Géométrie moderne, ane des propriétés fon- 
damentales de ces courbes. C’est aussi à ces relations que 
se rapporte le troisième des cinq Porismes de Fermat (Voir 
ÆApercu historique, p. 67-68). 
Porisme CXXVII — Un cercle est circonscrit à un 
triangle ABC, et autour des deux 
ce sommets À, Bon fait tourner deux 
droites qui se croisent sur la circon- 
Jérence, et qui rencontrent en m et 
m' les tangentes en B et À : le rap- 
port des rectangles Amw.Sm et 
Sm’.Bm est donné. 

En effet, les quatre droites AC, 
AM, AB et AS font entre elles des 
angles égaux à ceux des droites BC, 
BM, BS et BA. Par conséquent, 
d'après le Corollaire ΠῚ (p. 84), 


( 2520 
on a, entre les deux séries de quatre points c, m, B, S οἱ 
c',m',S, À, l'équation 


Am'.Sm Ac'.Sc 
Sm.Bm  Sc.Bc 
Donc, etc. 

Porisme CXX VIII. — Quand un cercle est inscrit dans 
3 b ἃ mma untriangleabc,siau- 
tour des deux points 
de contact À, B on 
ἡ fait tourner deux 
droites qui se cou- 
pent sur la circonfé- 
€ rence et rencontrent 
le côté ab du triangle en m et m’; Le point S étant à l’in- 
tersection de ce côté par la droite AB : le rectangle Sm.Sn 


sera au rectangle am'.bm dans un rapport donné. 
— 2 


Ce rapport est pe » c'est-à-dire que l’on a 
aC.bC 
Sm.Sm' Ἢ 56, 
am'.bm  aC.bC 


En eflet, les quatre droites AS, Ab, AC, Am font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites Ba, BA, BC, Br’. 
Par conséquent, les deux systèmes de quatre points 5, ὁ, C, 
m et a, ὃ. C, m7, sont liés par la relation du Corollaire IN 
(p- 84); 

Sm , SC am αὶ 
Em “ὁ  Sm' * SC’ 
ou 
Su.Sm' 86 
bm.am 7 aC.bC 


Donc, etc. 


[5 
Observation. Chacune des deux équations suivantes sa 
tisfait aussi à l'énoncé du XXIT° Genre : 
bm.Cm' bS.Ca 
απ θ races | 


Cm.am’ Ch aS 
Sm.Cm' Sb.CS 


PorisMe CXXIX.— Quand un cercle est circonscrit à un 
triangle PQR, si deux droites tournent autour des som- 
mets P, ©, en se coupant tou- 
jours sur la circonference, et 
rencontrent deux droites don- 
nées de position LC, L'C en 
deux points m,m’; deux points 
À et B étant donnés sur la pre- 
mière de ces droites : on peut 
trouver deux points Α΄, B sur 


la deuxième et un rapport ἃ, 
tels, que le rectangle Am.B'm' sera au rectangle A'm’.Bm 
dans le rapport À. 

Qu'on mëne les droites PA, PB qui rencontrent la cir- 
conférence en a et ὦ: les deux droites Q a, Q b déterminent 
sur la droite L/C/ les deux points cherchés A’, Β΄. Soient C 
et (ὦ les points où les droites QR, PR rencontrent LC et 
Ἄς; Β΄ 
CAC. 

En effet, les quatre droites menées du point P, Pa, Pb, 


L'C', respectivement: le rapport À est égal à 


PR, PM font entre elles des angles égaux à ceux des quatre 
droites Q a, Q ὁ, QR, et ΟΜ: par conséquent, on a, entre 
les deux séries de quatre points A, B, Ὁ, m er A’, B', (ὦ, rm’, 
Péquation 

Am , AC A’m", A'C' 


Am.B'm  AC.A’C' 
Bm°BC  B'”'°BC’ 


CR πὶ πὶ ΝΠ 


Ce qui démontre le Porisme. 


( 234 ) 

Observation. Les deux droites sur lesquelles sont formés 
les segments Am, A'm/' peuvent coïncider ; le Porisme sub- 
siste et la démonstration reste la même. 

Porisme CXXX. — Un cercle est inscrit dans un trian- 


la circonférence et rencontre les 
deux côtés SC, SC’ du triangle 
en m et m’; st deux points À et B 
sont donnés sur le côté SC: on 
pourra trouver deux points A’, B' 
sur le côté SC’ et une raison À, 
tels, que l’on aura toujours la re- 


lation 


Am B'm' 


BrcAURr. © 4} 


Les tangentes au cercle menées par les deux points don- 
nés À et B, rencontrent le côté SC’ en A’ et Β' qui sont les 
deux points demandés ; et la raison À est égale à AE, 

BC. ὦ 

En effet, soient w, οὐ les points de contact des côtés SC, 
SC’, a le point de contact de la tangente AA’, et O 16 centre 
du cercle. Les deux droites OA, OA' sont perpendiculaires 
aux cordes wa, wa; par conséquent, l'angle AOA’ ἃ pour 
mesure la moitié de l'arc au); de même l'angle mOn’: et 
de même les suppléments des angles BOB’, COC’. Il s’ensuit 
que les droites OA, OB, OC et Om font entre elles des 
angles égaux à ceux des droites OA’, OB', OC’ et Ο νη΄. 
Donc, en vertu du Corollaire ΠῚ (p. 84), on a, entre les 
deux séries de points Δ, B, C, m et A’, B', Ὁ, ον, l’équa- 
uon 

Am AC  A’m' A'C' 


: Am.B'm' ἣν. ACGSBUC 
Bm BC Β΄ η΄ B'C'’ 


VE DV NC I 


Ce qui démontre le Porisme. 


gle SCC’; une tangente tourne sur 


Ι 


(12856) 
$Scolie. La démonstration fait voir que si le point donné 
A coïncide avec le point de contact ὦ de la tangente SC, le 
point A’ vient en S; et que si le point donné B est situé en 
S, le point B coïncide avec le point de contact vw de la tan- 
gente SC’. De sorte qu’on a alors l'équation 


wm, wC Sm' . SC’ 

ρα nee 12 

ΘΙ. ἴα σεν ὦ ("ἢ 
ou 


om. Im οὐ οὐ 


πεν SC.SC 
Porisme ΟΧΧΧΙ. — Quand quatre droites À, B, C, D 


données de position sont tan- 
gentes à un certle: toute autre 
tangente les rencontre en qua- 
tre points a, Ὁ, c, d, tels, que le 
rapport des rectangles ac.bd 
et ad.bc est donné. 

Soit α le point de contact de 
la tangente À et 6, y, δ les 
points où cette tangente rencontre les trois autres B, C, D: 


ay .60 


==. De sorte que l’on a 
a). 67 “ I 


la raison donnée est égale à 


ac.bd  «y.60 
ed.bc ad.67y 


En eflet, que du centre du cercle on mène les droites 
Où, Οὗ, Oc, Od, Oz, O6, O7, O9. Les angles que les 
quatre premières font entre elles, sont égaux à ceux des 
quatre autres; par conséquent, d’après le Corollaire III 
(p. 84), on a, entre les deux séries de points a, ὦ, c, det 
αν 6, 7, 9, l'équation 

ac), be. ἡ ἢ 
αὐ" ῥά αδ᾽ δὰ" 
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οι 
ac.bd Cine y. 60 
ad. be 20.67 


Donc, etc. 

Corollaire. Ce Porisme, mis sous la forme des théorèmes 
ordinaires, prend cet énoncé : Lorsque quatre tangentes à 
un cercle À, B, C, D rencontrent deux autres tangentes 
en deux systèmes de points a, Ὁ, ο, ἃ et α΄, }', ε΄, α΄, on a 
entre ces points la relation 


ac. be ἐμὲ ac, "0€ _. ac.bd ac bd" 
αὐ bd a'd'° δ᾽ 4) ΟΡ δ 


Cette proposition offre une des propriétés du cercle les 
plus importantes dans la Géométrie moderne. 

Porisme CXXXII. — Quand un cercle est inscrit dans 
un triangle SCC’, dont il 
touche Les côtés SC, SC' en 
w, οἷ: une tangente quel- 
conque rencontre ces côtés 
en deux points m, m', tels, 
que le rapport des rectan- 
gles Sm.C'm'et (πὶ. m'est 


(a C' 


donné. 

En effet, les angles 5OS, mOm', SOw et le supplément 
de l’angle COC' sont égaux, comme ayant chacun pour me- 
sure la moitié de l'arc su). Par conséquent, les quatre droi- 
tes OS, Ow, Om et OC font entre elles des angles égaux à 
ceux des droïtes Ov’, OS, Om’ et OC’, prolongée au delà 
du point Ὁ. On ἃ done, entre les quatre points S, ©, C, m 
οἱ οἱ, S, Οὐ, m/, l'équation 


Sm.C'm' 0 δος 


Cm. m' w C ὧν 5 


Sm δὼ ο΄ ᾽ς ὦ 5 


A ETES ? ou 
ΠΣ οὐ C'n 80 


" 


qui démontre le Porisme. 
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Porisme CXXXIIT. — Quard une tangente tourne sur 
un cercle et rencontre deux 
tangentes fixes SA, SA! en 
deux points τὰ, nm, δὲ d’un 
point fixe P, pris au dehors 
du cercle, on mène les droï- 
tes Pm, Pm’; et sin, n’sont 
les points d’intersection de 
ces droites et de la corde EF 
qui joint les points de con- 
tact des tangentes issues 
du point P : les rectangles 


En.Fn’et En’.Fn sont dans une raison donnée. 
En effet, soit A A’ une position de la tangente mobile mm’; 
la tangente PE rencontre SA, SA eneet e/; et la tangénte PF 


en f et f'. On a, d’après le corollaire du Porisme CXXXI, 


em , CA Ein, eÀ° 


HAE FT AS 
On sait d’ailleurs, par le Corollaire I du Lemme III 


(p. 82), que 


em ,eA Er πα 
fÎm'°'FA— Fn'°Fa 
et 
ΕΗ en Ba Eal 
Fm CFA ΞΞΈπ' * Fa 
Donc 


En  Ea Ex Eu’ τΉ ὦ. Ε π' Ea.Fa’ 
ΞΕ“ ὦ Ὁ Ὁ nn = Ἐπ -Ξ 
Fr  Ἑὰ Fr'°Fa Ex'.Fr Ea!.Fa 


Ce qui démontre le Porisme énoncé. 

Porisme CXXXIV.— Quand un triangle ABC est inscrit 
dans un cercle, si autour d'un point P de la circonférence 
on fait tourner une droite qui rencontre les côtés du trian- 


( 238) 
gle en a, Ὁ, cet la circonférence en m : le rapport des rec- 
tangles am.bcetbm.. ac sera donné. 
En effet, la droite Cm rencontre 
le côté AB en un point », et l'on a, 


d'après le Porisme CXX VI, 
Am'.Bc 


Ac.Bm' 


βοῦς, 


À étant une raison constante, quel que soit le point »1 de la 
circonférence. Mais, par le Lemme Π|, 


Am'.Bc am .be 


Ac.Bm  ac.bm 


Donc 


am .bc 
— À = const, 


ac.bm 


On détermine très-simplement À en menant la transver- 
sale Pa6 parallèle à la droite AB; car on obtient alors 
1— τι 
6p 
Ainsi le Porisme est démontré. 

Porisue CXXXV. — Quand un cercle est inscrit dans 
un triangle ABC, si de 
chaque point M d’une 
tangente fixe LM on 
mène une tangente au 
cercleetune droiteabou- 
tissant au sommet C du 
triangle : cette tangente 


et cette droite rencon- 
treront le côté AB en deux points m, mw’, tels, que le rap- 
port des rectangles Am.Bn et Am'.Bm sera donné. 
En eflet, soit Ὁ εἰ une des positions de la tangente Mm ; 
les deux tangentes LM et AB sont coupées par les quatre 
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Aa, Bb, DdetmM : ainsi, d'après le Porisme CXXXI, 


Am  Bm aM ἐμ 
AD “BD ad δά 
Les droites menées du point C aux quatre points α, ὦ, d'et 
M rencontrent la tangente AB en A, B, D’, πες et l’on a (par 
le Corollaire 1 du Lemme III), 
aM ,bM Am, Bm' 
ad * bd — AD’ * BD’ 
Donc 
Am, Bm Ἀπ Bm' 
AD BD CAD ΒΟ 
ou 
Am.Bm' AD. BD’ 
Bm.am — BD.AD' 


Ce qui démontre le Porisme. 
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Le carré construit sur telle droite est à une certaine abscisse dans un 
rapport donné. 


Porisme CXXX VI. — Étant donnés un cercle dont le 
x mn diamètre est AC, et un point B sur 

T7 la tangente en À, si des points A 

et B on mène à chaque point M de 

la circonférence les droites AM, BM 

4 qui rencontrent en m et m’ la tan- 

EX, gente au point C : le carré du seg- 

᾿ ᾿ ment Cm est ἃ l'abscisse mm! dans 
un rapport donné. 

En effet, soit M p la perpendiculaire abaissée du point M 
sur le diamètre AB, on a, dans le triangle » CA coupé par 
Mp, | 

Cm Mp 
CA CAR 


΄ 
Par conséquent 


2 -“---.2 


Cm Mp Cp.Ap __Cp _Mm mm 
D UND LUCE 


——: ----.υ 


CA AP Ap 
ou 
ET 
mm AB 


Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CXXXVII — Quand des demi-circonféren- 
ces, telles que m Cm’, ont le méme centre et pour base une 
méme droite, un point À étant donné sur cette droite; si 
l’on prend le point 


“ἢν 
: n dont ἴα distance au 
point À soit égale à 
- —- + — la tangente menée 
À 


de ce point n à la 
circonférence mCm!: le carré de Am est à l’abscisse nm 
dans un rapport donné. 
On a, en eflet, 


- ΄...ν 


A m 
nm 


— 2 AO. 


Car nt étant la tangente à la circonférence, 
—1 


nt = nm.nm: 


et par conséquent 


œ———— 


An —=nm.nm. 


Cette relation, d’après le Lemme XXIIT, donne celle-ci : 


2 


Am — mn,.(Am + Am’), 
ou 


2 


Am 
mn 


= 2 AO. 


ΟΣ ἘΠ ἢν 


(ad) 

Observation. Si le point A se trouvait intérieur à la cir- 
conférence variable mCm', ce serait le Lemme XXV que 
l’on invoquerait. 
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Le rectangle construit sur telles droites est égal au rectangle qui a pour 
côtés une droite donnée et le segment formé par tel point à partir d’un 
point donné. 


Porisue CXXX VII. — Si autour de deux points P, Ὁ 
on fait tourner deux droites qui se coupenttoujours sur une 
droite donnée de position 
LM, et rencontrent, respec- 
tivement, deux droites fixes 
EX, E’X’en τὰ, m'; un point 
À étant donné sur la pre- 
mière de ces droites : on 
pourra trouver deux points 
A et J' sur la deuxième, et une ligne μι, tels, que le rec- 
tangle A m.J’m' sera toujours égal au rectangle 1. A'm/. 

Qu'on mène PA qui rencontre la droite LM en a; Qa 
qui rencontre E’X’ en A’; Pj parallèle à EX et qui rencon- 
tre LM enj; puis Q j qui rencontre E’X’ en J'; Qt paral- 
lèle à E’X’, qui rencontre LM en ;; et enfin Pi qui ren- 
contre EX en I. Les points A’ et J'sont les points demandés, 
el p — AT. 

En effer, les quatre droites Pa, PM, Pi, Pj coupées par 
les deux LM, EX donnent, d’après le Lemme XI, 


Am _aM ,jM 
RAR ET 


Et les droites Qa, ΟΜ, Οὐ, Q 7j, donnent de même 


A'm" ΑΜ ciM 
l'a aie 


16 
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Donc 
Ed 

== = _ ou Armn.J'ni — Α' μὲ]. ΑἸ. 
ο Ὁ» Ἐν ἂς: 

PorismE CXXXIX. — Quand un cercle est circonscrit 
à un triangle PQR, si autour des deux sommets P, Q on 
fait tourner deux droites qui se 
coupent sur la circonférence et 
qui rencontrent deux droites 
fixes AX, A'X' en met m'; Le 
point À étant donné sur AX : on 
pourra trouver Les points A! et 
J' sur A'X', et une ligne, tels, 


qu'on aura toujours 


Am.Jm —1u.A'm!, 


Qu'on mène PA qui rencontre la circonférence en a, et 
parallèlement à AX, Pj qui rencontre la circonférence en 
7. Les droites Q 4, Q 7 déterminent sur Α' Χ' les points cher- 
chés A’ et J'. Pour la ligne x, il suffit de mener à A’X’la 
parallèle Qi qui rencontre la circonférence en 7; puis P: 
qui rencontre AX en 1, On prendra 


u SAR 


En effet, les quatre droites Pa, PM, Pr, Pj font entre 
elle des angles égaux à ceux des quatre droites Qa, ΟΝ, 
Οὐ, Ὁ). Par conséquent, on a, entre les points A, m, 1 et 
Δ΄, οἱ, J! (comme 1] ἃ été démontré au Porisme CXXII) 
l'équation 

Am Α΄ γι 
———, ou Am.J'm = AI.A'rm. 
AI ΠΝ 
αἰ 0, ὙΠῸ 

Observation. Les deux droites AX, A’X’ peuvent se con- 

fondre. 


(243) 

Porisme CXL. — Quand un cercle est tangent à deux 

8 droites SX, S'X', οἱ l’on mène une troi- 
sième tangente quelconque qui ren- 
contre les deux premières en m et m': 
le point À étant donné sur SX : on 
pourra trouver deux points À! et J' sur 
SX’, et une ligne u, tels, qu'on aura 


toujours 
Am.J'm = u.A'm. 
μ 


Les deux tangentes menées, l’une par le point ἃ et l’au- 
tre parallèlement à SX, rencontrent SX’ dans les deux 
points demandés Λ' οἱ .΄. Quant à la ligne u, elle se déter- 
mine par [ἃ tangente parallèle à SX’, qui coupe SX en 1: 
on aura 


ni A 


En effet, les quatre droites menées du centre Ὁ du cercle 
aux trois points À, 77, |, et parallèlement à SX, font entre 
elles des angles égaux à ceux des quatre droïtes menées du 
centre, les deux premières aux points A’,m/, la troisième 
parallèle à SX’ et la quatrième au point J'; ce qu'on prouve 
comme au Porisme CXXX. On a donc, comme dans le 
Porisme précédent, entre les points À, m, Let A’, γί, J', 
l'équation 

Am _ A'm' 


“τ΄ A πὶ = ΑἸ Α 
᾽7} 


GC: Q: FD: 
XXV° Genre. 


Le carré construit sur telle droite est égal au rectangle qui a pour côtés une 
droite donnée et le segment formé par une perpendiculaire, à partir d’un 
point donné. 


Porisme CXLI. — δὲ de chaque point m d’une demi- 
16. 
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circonférence de cercle on abaisse une perpendiculaire mp 
sur son diamètre AB : on pourra trouver 


nr 
une ligne μι. telle, que l’on aura toujours 


An μεᾺρ.- 


A B 
En effet, on ἃ 
Am — AB.Ap. 


Porisme CXLII. — δὲ autour de deux points AC d’une 
circonférence de cercle on fait tourner 
les côtés d’un angle droit AMC, et que 
du point m où le côté CM rencontre la 
circonférence, on abaïsse une perpen- 
diculaire mp sur le diamètre AB : on 
pourra trouver une ligne u, telle, que 


l’on aura 
AM — u.Ap. 

En effet, les deux triangles rectangles AMC et AmB sont 
semblables, parce que les angles en C et en B sont égaux. 
Par conséquent, on ἃ 

AM.AB = Am.AC 
et 
AM .AB — Am .AC. 
Or Am — Ap.AB, et AC = Ac.AB. Donc 
AM — Ap.Ac. 


Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CXLIIT. — δὲ d’un point O pris sur le dia- 
mètre AB d’un demi-cercle, on 
mène une droite à chaque point 
m de la circonférence, et que de 
ce point on abaisse la perpen- 
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- diculaire mp sur le diamètre AB : il existera un point D 
sur le diamètre AB, et une ligne p, tels, que le carré 
construit sur Om sera égal au rectangle construit sur 
cette ligne pet sur le segment Dp. 

Soit C le centre du cercle, et O’ le point déterminé par 


l'expression CA — CO.CO’: le milieu D des deux points 
O, O' est le point cherché, et la ligne y est égale à 2.0C; 
de sorte qu'on ἃ 


Om — 20C.Dp. 
Cela est une conséquence du Lemme XXXVIT (proposi- 
tion 163). 


En effet, d’après ce Lemme, 


O4 —Om + (OA + OB) Ap, 
ou 
OÀ —Om + 20C.Ap 
et 
Om —O0A — 20C.Ap. 
Or, d’après le Lemme XXII, 


OA — OC (OA + O'A) — 20C. AD. 


Donc 
Om = 20C. AD — 20C.Ap = 20C.(AD — Ap), 
Om — 20C.Dp. 


6. QUE ἢ: 
Porisme CXLIV. — Étant données deux demi-circon- 
Jérences dont Les centres 
C, C'et les bases AB, 
A'B' sont sur une méme 
droite, si de chaque point 
m «de l’une on mène une 
tangente à l’autre et une 
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perpendiculaire mp sur la droite des centres C, C : on 
pourra trouver sur cette droite un point O, tel, que le 


carré de la tangente sera au segment Op dans une raison 
donnée. 


On aura 


Pour le prouver, prenons sur CC le point O déterminé 
par la relation OA .OB = OA'.OB'; on aura 
Om.Om! = Oa.Ob. 
Il s'ensuit 
ma.mb = 2mO .xé; 


2, 6 étant les milieux des cordes mm’, ab. 


Car 
Oa—ma—mO, Οὗ —mb—mO, 


Oa.OB — ma.mb — mO (ma + mb) + mO — Om.On', 
Donc 


ma.mb = mO (ma + mb — mO + m'O) 


= (ma + mb — mm!) mO, 
ou 


ma .mb = mO.(2m6— 2 ma) 


— 2mO.(m6— ma) — 2mO.a6. 
Or, en vertu des triangles semblables, 


αὖ O O 2 
εὐ Ξ où Ξ où ou a6.Om—Op.CC. 


De là 
ma.mb — 20p.CC. 


— 2 


Mais ma.mb = mt . Donc enfin 


—-1 
mt 


ns / 
D ee 


Ce qui démontre le Porisme. 
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Corollaires. Si au lieu de demi-circonférences on consi- 
dère des cercles entiers, et qu'ils 
se coupent, le point O:est évi- 
demment sur leur corde com- 
mune EF. On a toujours 


mt ᾿ 
πες —— 2 . EC, 
Op 
ou 

— — 1 cc’ 

mt à mt C 

— = 2C Ἔ - eo 

mq mq.EE EF 


2 


c'est-à-dire que : 6 carré de la tangertte mt est à l'aire du 


. 2 He. CC 
triangle EmF dans une raison donnée ΄-- ) 


Ce qui forme un Porisme. 

On en conclut cette réciproque : 

Deux points étant donnés sur un cercle : le lieu d’un 
point tel, que le carré de lu tangente menée de ce point à 
la circonférence du cercle, et l'aire du triangle formé 
par les droites menées du méme point aux deux points 
donnés, soient dans une raison donnée, est un cercle. 

Le Porisme peut prendre une autre expression : car l’an- 
gle en m est constant; par conséquent, d’après le Lemme XX 
de Pappus, les aires de deux triangles EmF, En’F sont 
entre elles dans le rapportdes rectangles mE.mF,mE.n'F. 


—? 


D'où il suit que le rapport est donné, c’est-à-dire 


m 
mEcmE 
que : 

Quand deux cercles se coupent, si de chaque point de 
l’un on mène une tangente à l’autre et des droites aux 
deux points d’intersection des cercles, le carré de la tan- 
gente est au rectangle des deux droites dans une raison 
donnée. 
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Par conséquent encore: Deux points étant donnés sur un 
cercle, le lieu d’un point tel, que le carré de la tangente 
menée de ce point à la eirconférence du cercle, soit au rec- 
tangle des deux droites menées du méme point aux deux 
points donnés, dans une raison donnée, est un cercle dé- 
terminé de grandeur et de position. 

Ce théorème est un des Porismes donnés par lord 
Brougham, dans son Mémoire intitulé: General Theo- 
rems, chicfly Porisms, in the higher Geometry, qu'on 
trouve dans les Philosophical Transactions de la Société 
Royale de Londres, année 1798 (1). 

Porisme CXLV. — Étant donnés un triangle ABC et 
une droite EF parallèle à la base AB; si de chaque point 
m de cette droite on mène mC, 
mB qui rencontrent, respective- 
ment, les côtés AB, AC en n, π΄: 
la droite nn’ coupe la droite EF 
en un point m', et l’on a toujours, 
entre les deux points m et m’, la 
relation 


——? 


Em =: Em’: 


où μ. est une ligne de grandeur connue. 

Cela est une conséquence du Lemme VII de Pappus. Car 
il résulte de la réciproque de ce Lemme que dans le quadri- 
latère Bnn!C coupé par la droite EF, parallèle au côté Bz 
et passant par le point de rencontre des deux diagonales, 


(1) « Two points in a cirele being given (but not in one diameter), ano- 
ther circle may be described, such, that if from any point thereof to the gi- 
ven points straight lines be drawn, and a line touching the given circle, the 
tangent shall be ἃ mean proportional between the lines so inflected. 

» Or, more generally, the square of the tangent shall have ἃ given ratio 
to the rectangle under the inflected lines. » (Proposition VII, p. 382.) 
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on ἃ 
En —ED.En. 
Donc, etc. 
Porisme CXLVI. — Étant donnés un triangle ABC et 
la droite AD, si de chaque point M du côté CA on mène 
la droite MB qui rencontre AD en 


: D . π΄, et une parallèle à la base AB, 
τὴ qui rencontre le côté CB en n; 
M7 puis, qu'on mène les droites An 
SR el nn’ qui rencontrent en m et m' 

A B 


la parallèle à la base AB, menée 
par le sommet C : on pourra trouver une ligne 1, telle, 
qu'on aura toujours 


EL 
Cm — On 
En οἴει, les quatre droites qui partent du point À, cou- 
pées par les deux CD, MB, donnent 


— δ ς = = - (Corollaire II du Lemme ΧΙ, p.83.) 


Et pareillement, les quatre droites qui partent du point 
P ᾽ 4 qui P ᾿ 
n, coupées par les deux mèmes CD, MB, donnent 

Cm BG ,MG 


Cm’ A Br'°Mr 


Donc 


Cm Cm +? Ἔ 
εν αν τοὐ Cri — CD: 
m 


Donc μ = CD. Donc, etc. 
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Tel rectangle, qui a pour côtés la somme de deux droites et une droite en 
rapport donné avec telle autre, est dans un rapport donné avec telle ab- 
scisse. 


Porisme CXLVII. — δὲ autour de deux points P, Q 
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Q d'un cercle on fait tourner deux droites qui se coupent 
en M sur la circonférence du cercle, et qui rencontrent 
une corde EF en deux points m, m'; 
une raison À étant donnée : on peut 
trouver deux points À et B sur EF et 
une ligne y, tels, que dans tous les 
cas où le point m se trouvera hors du 


segment AB, on aura la relation con- 
stante 


(Am<+Bm)}1.Fm' 
--ττ.ο’ο---ς--ς-ς-ς--ς- τ 1, 


mm ; 


Qu'on mène la corde Qt parallèle à EF, er Ρὲ qui ren- 
contre EF en I; puis, qu’on prenne ΕΔ — Δ. ΕἸ, ΕΒ Ξε ΒΑ, 
et  — BA, on aura 

(Am+Bm))1.Fm' 
mm 
En effet, d’après le Porisme CXXVI, on ἃ 


Er.Fm' Ἐπ ΕἸ 
Ἐπ ΕΝ Fi 


ha 


Et par conséquent, d’après le Porisme LXXXII, 


Em.Fm' 
mm 


ΞΞ ΕΤ. 
Or, ΕΑ = ΕΒ; et, par suite, 


Am + Bm 
En 
2 


Donc 
(Am + ἘΜΈ = “τ. 
mm 
ou 
(Am<+Bm)1.Fm/ Le A PT SERA | 


min! 
E OR De 


({ ab» } 
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\ 
Il existe un point tel, que des droites menées de ce point comprennent un 
triangle donné d’espèce. 


Porisme CXLVIIT. — Étant donnés deux demi-cer- 
cles O, O’, et un angle : on peut trouver un point S, tel, 
que si l’on fait tourner autour 
de ce point, comme sommet, 
l’angle donné, dont les côtés 
Sc, Sc! rencontreront Les demi- 
circonférences en © et ο΄, res- 
pectivement, le triangle Scc! soit donné d’espèce. 

C'est-à-dire, puisque l’angle cSc’ est donné de grandeur, 
que ses côtés Sc, Sc’ doivent être dans un rapport con- 
stant. 

Que sur OO on décrive un segment de cercle capable de 
l'angle donné; et qu’on prenne sur l'arc de ce segment le 
point 8, de manière que le rapport des lignes SO, SO" soit 
égal à celui des rayons Oa, Θ΄ α΄. Ce point, que l’on déter- 
mine par le Lemme XXIX (proposition 155) de Pappus, 
᾿ satisfait à la question; et la raïson constante des deux lignes 


Oa 
1 ΄ 4 
Sc, Sc', est égale à ἊΣ 


Prenons sur Sc’ le point c”, tel, que l’on ait 


Sc LE O a 
Se TO 7 


Il s’agit de prouver que ce point c” coïncide avec ο΄. 
On a, par construction, 


SO _Oa. 

50΄ O& 
d’où résulte 

Sa Oa« 


Donc 


Mais les angles aSc, a/Sc' sont égaux, parce que les angles 
OS0’, cSc’ sont égaux : les deux triangles aSc et α' 8 οἵ sont 
donc semblables, comme ayant un angle égal compris entre 
côtés proportionnels. Par conséquent, d’une part, les angles 
Oac et Ο' α΄ ο΄ sont égaux; et, d'autre part, on ἃ 


ac ac 
tr ᾽ 
as α΄ 8 
et, par suite, 
ac a’ c” 
Oa  O’a' 


Donc les deux triangles Oac et O’a/c” sont semblables, 
comme ayant un angle égal compris entre côtés propor- 
tionnels. Mais dans le premier, Où = Oc; donc, dans le 
second, O’a — Ο' ο", Le point οἵ est donc sur la circonfé- 
rence Ο΄, et, par conséquent, coïncide avec ο΄. Ce qu'il fal- 
lait prouver. 

Le Porisme est donc démontré. 

Corollaire. Le lieu d'un point dont les distances aux 
centres OO’ de deux cercles sont entre elles dans le rap- 
port des rayons Oa, Θ΄ α΄, est la circonférence qui a pour 
diamètre la droite qui joint les centres de similitude des deux 
cercles. D’après cela, on conclut du Porisme qui vient d’être 
démontré, ce théorème : 

Étant donnés deux cercles O, Οἱ, un point S pris sur La 
circonférence qui a pour diamètre la droite qui joint les 
centres de similitude des deux cercles ; si autour de ce 
point, comme sommet, on fait tourner un angle égal à 
OSO’, dont Les côtés rencontreront les deux cercles en deux 
points ©, οἱ : le rapport des deux lignes Se, Sc! sera con- 
stant et égal au rapport des rayons des deux cercles. 
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Observaiion. Des deux éléments qui constituent l’es- 
pèce du triangle dont il est question dans le Porisme précé- 
dent, savoir, l'angle au sommet et le rapport des deux côtés, 
un seul est à trouver, puisque l’angle est donné de fait. 
Dans les Porismes suivants, l'espèce des triangles est com- 
plétement inconnue et la recherche de ces deux éléments 
fait l’objet des propositions. 

Porisue CXLIX. --- Quand deux droites SA, SA’ sont 
divisées en parties proportionnelles, il existe un point O, 
tel, que les droites menées de ce 
point à deux points homologues 
quelconques des deux divisions, for- 
ment un triangle donné d’espèce. 

C'est-à-dire que les deux droites 
font entre elles un angle de gran- 
deur constante, et que leurs lon- 
gueurs sont dans une raison constante. 

Soient a, b deux points de SA ; α΄, δ' les deux points ho- 
mologues de SA’. Concevons les deux circonférences de cer- 
cle aSa/’, bSb’, qui se coupent en Ὁ. Ce point O satisfait 
à la question. 

En effet, les angles aOa' et bOD' sont égaux entre eux, 
parce que l’un et l’autre sont égaux à l'angle aS a’, L’angle 
des perpendiculaires abaïissées du point O sur SA et SA’ est 
aussi égal à l’angle ASA’, et est, par conséquent, égal aux 
angles aOa', δ0 δ', On conclut de là, en vertu du Porisme 
XLVIII, que si l’on fait tourner cet angle autour de son 
sommet O, ses côtés passeront, respectivement, par chaque 
couple de points homologues c, ο΄, αἰ, d',... des deux droi- 
tes SA, SA’, C'est-à-dire, que tous les angles 4Ὁ α΄, δ0 δ΄, 
cOc,... sont égaux entre eux. Il reste à prouver que les 
côtés de chacun de ces angles sont dans un rapport cons- 
tant. 


Or, les angles aOa/ et bO b étant égaux, il s'ensuit que 
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les angles 20 et α'Ὁ δ' sont égaux. Maïs les angles SaO, 
Sa'O sont égaux, parce que les quatre points 5, a, a!, Ὁ 
sont sur un même cercle. Les deux triangles aO b, a'Ob' 
sont donc semblables. Conséquemment 


O a CURE 
On 7 
Et de mème | 
Oa ἐλ δ 
αν, ὁ. 


Le Porisme est donc démontré. 

Porisme CL. — Quand de chaque point d'une droite 
L on abaisse des perpendiculaires sur deux autres droites, 
il existe un certain point qui, avec les pieds des deux per- 
pendiculaires, forme un triangle donné d'espèce. 

C'est-à-dire que les droites qui joignent le point en ques- 
tion aux pieds des perpendiculaires abaïissées de chaque 
point de la droite L, sur les deux autres droites, forment 
un angle de grandeur constante et sont entre elles dans un 
rapport constant, 

En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les deux 
droites en parties proportionnelles (Porisme XLVIT). Done 
le Porisme énoncé est une conséquence du précédent. 

Ce Porisme s'applique également aux pieds des obliques 
abaissées de chaque point de la droite L sur les deux autres, 
sous des angles donnés. 

Poriswe CLI. — Étant donnés deux cercles et deux 
points À, Α' sur leurs circon- 
Jférences : On peut trouver un 
point O, tel, que les droites me- 
nées de ce point sous un angle 
égal à l’angle AOAÂ' et terminées 
aux points m, m' des deux cir- 
conférences, forment un trian- 
gle mOm’ donné d'espèce. 
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Soit S le point de rencontre des deux rayons CA, (' Α΄. 
Qu'on décrive deux circonférences dont l’une passe par les 
trois points À, A’, 5, et l’autre par les trois C, C’, S; elles 
se coupent en un point O qui est le point cherché. 

En effet, les angles AOA! et COC" sont égaux, parce que 
chacun d'eux est égal à l'angle CSC’. Donc si on fait tour- 
ner le cercle C’autour du point O de manière que OA’vienne 
se placer sur OA, OC’ viendra sur OC. Mais alors le rayon 
C’A' se trouvera parallèle au rayon CA, parce que les 
angles OCS, OC'S sont égaux, comme compris l’un et l’au- 
tre dans le même segment de cercle. I s'ensuit que le point 
O sera le centre de similitude des deux cercles. Par con- 
séquent, une droite quelconque menée par ce point les 
rencontrera en deux points 7). m/ dont les distances au 
point O seront entre elles dans le rapport de OA à OA’. Et 
si on ramène le second cercle dans sa position primitive C’, 
par une rotation autour du point O, ces deux droites On, 
Om! feront un triangle mO mn de mème espèce que le trian- 
gle AOA’. 


Ce qui démontre le Porisme. 


XXVIIE Genre. 
Il existe un point tel, que les droites menées de ce point interceptent des 
arcs égaux. 

Porisme CLIT. — Étant donné un point D dans le 
plan d’un cercle, il existe un 
deuxième point E, tel, que si 
par le point D on mène une 
droite quelconque qui rencontre 
Le cercle en deux points M, M’, 
les deux droites EM, EM! in- 
tercepteront dans le cercle deux arcs égaux Mm, M'w’. 

Que sur le diamètre AB sur lequel est situé le point 


donné D, on prenne le point E déterminé par la propor- 


tion 
TTL 


EB DB 
ce point satisfera à la question. 

Cela résulte de la réciproque évidente du Lemme XXX 
(proposition 156), d’après lequel la corde ΝΜ est perpen- 
diculaire au diamètre AB; d’où il suit que les droites Em, 
Em! font des angles égaux avec le diamètre; qu'elles sont 
donc également éloignées du centre, et, par conséquent, 
qu’elles sous-tendent des arcs égaux Mr, M'm'. Donc, etc. 

Ce Porisme a été rétabli par Simson (proposition 53, 
p- 463). 

Porisme CLIIT. — Étant données deux circonférences 
de cercle de même rayon et un angle: 
on peut trouver un point tel, que si 
autour de ce point, comme sommet, 
on fait tourner l’angle donné, ses 
côtés interceptent toujours dans les 


deux cercles deux arcs égaux. 
Soient Ὁ, O les centres des deux 
cercles. Que sur OO on décrive un segment capable de l’an- 
516 donné, et soit S le point milieu de ce segment. Si au- 
tour du point S on fait tourner l'angle OSO’ et qu'il prenne 
la position aSa’, les deux cordes ab, αἱ δ' interceptent des 


ares égaux dans les deux circonférences, parce qu’elles sont 
évidemment égales entre elles. Donc, etc. 

Porisme CLIV. — Étant donnés deux cercles égaux et 
deux points À, A' sur leurs cur- 
conférences, on peut trouver un 
point S et un angle, tels, que 
deux droites menées par ce point 
sous cet angle interceptentsur les 
deux circonférences, à partir des 


deux points À, A’, des arcs égaux. 


δι 5 

Que par le milieu de la droite OO, qui joint 165 centres 
des deux cercles, on mène la perpendiculaire à cette droite, 
et par le milieu de la droite AA’ la perpendiculaire à celle- 
ci; ces deux perpendiculaires se rencontrent en un point S 
qui est le point demandé; et l'angle ASA’ est l’angle qui 
satisfait à la question. 

En effet, les deux triangles ASO, A'SO' sont égaux comme 
ayant les côtés égaux chacun à chacun. Donc les angles ASO 
et A’SO’ sont égaux. Il s’ensuit que les deux angles ASA’ et 
OSO’ sont égaux. Or, si l’on mène deux droites SM, SM’ 
faisant entre elles l'angle MSM' égal à OSO’, elles détache- 
ront évidemment deux ares égaux ΒΜ, Β΄ Μ' comptés à par- 
ur des droites SO, SO’. Donc les arcs AM et Α' Μ΄ sont aussi 
égaux. G:. Ὁ F:. De 

Observation. Si les deux cercles sont inégaux, on peut 
demander que les deux arcs AM, Α' Μ' soient dans un rap- 
port constant. On a alors ce Porisme : 

Étant donnés deux cercles quelconques et deux points 
À, Α΄ sur leurs circonférences, on peut trouver un point, 
un angle et une raison, tels, que deux droites menées par 
ce point et comprenant entre elles cet angle, retrancheront 
à partir des points À, Α΄, respectivement, des arcs dans 
cette raison. 

XXIX° Genre. 
Telle droite est parallèle à une certaine droite, ou fait avec une droite pas- 
sant par un point donné un angle de grandeur donnée. 

Porisme CLV. — Quand deux points variables τὰ, τα! 

divisent deux droites en parties pro- 
*  portionnelles, les droites mm sont 
parallèles à une droite donnée de 
direction ; ou bien, il existe un point 
O, tel, que chaque droite mm’ fait un 
angle donné avec la droite menée du 


Ÿ point τὰ ἃ ce point O. 
τὴ 


(5 8 ἢ 

Si deux points de division correspondants coïncident en 
S, point de rencontre des deux droites, toutes les droites 
mm! sont parallèles entre elles; cela est évident. 

Dans le cas général où cette coïncidence n’a pas lieu, on 
a vu (Porisme CXLIX) qu'il existe un point O, tel, que le 
triangle mOn! est donné d’espèce; par conséquent l'angle 
m'mO est donné. 

Le Porisme est done démontré, 

Porisme CLVI. — δὲ de chaque point M d'une droite 
donnée de position LM, on abaisse sur 
deux autres droites aussi données de 
position des obliques Mm, Mnr sous 
des angles donnés : il existera un 
point O, tel, que l'angle w'mO formé 
par la droite m'm, avec la droite menée 
du point m à ce point O, sera donné. 

Ce Porisme est une conséquence du précédent, parce que 
les deux points m, m' divisent les deux droites fixes en par- 
es proportionnelles. 


Si la droite LM passe par le point de concours des deux 
droites sur lesquelles on abaisse les obliques, les droites 
mm seront parallèles à une même droite. Cas prévu dans 
l’énoncé du Genre. 

Porisme CLVIL. — Quand deux droites L, L' sont divi- 
sées en parties proportionnelles par deux 
points variables m, w, il existe un cer- 
tain point O, tel, que chaque droite mn 
fait un angle donné avec la droite menée 
de son milieu μι au point O. 

En eflet, le point O, tel, que les trian- 
gles mOn sont donnés d'espèce (Porisme CXLIX }, satis- 
fait à la question. Car les droites menées du sommet de ces 
triangles semblables au milieu de leurs bases feront des 
angles égaux avec ces bases. 
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Observation. Simson a proposé le Porisme suivant pour 
satisfaire au XXIX° Genre : «δὲ de deux points donnés À, 
B on mène à chaque point C d'un cer- 
cle donné de position deux droites qui 
rencontreront le cercle en deux autres 
points D,E, la droite DE fera un angle 

; .5 donné avec une droite menée par un 

A point donné, ou sera parallèle à une 

droite donnée de position, ou bien passera par un point 
donné (1). 

Si nous n’admettons pas ici ce Porisme, c’est qu’il em- 
brasse trois cas différents : Pappus n’en a compris que deux 
dans l’énoncé du XXIX: Genre. Les trois Porismes quenous 
proposons satisfont chacun rigoureusement à cet énoncé. 


€ 


I‘ Genre. (Voir p. 114.) 


Porisme CLVIII. — δὲ autour de deux points fixes P, 
Q on fait tourner deux droites PM, QM qui se coupent 
sous un angle de grandeur 
donnée, et que PM rencon- 
tre une droite AX donnée 
de position en un point m; 
le point À étant donné sur 
cette droite, et une raison À 
étant aussi donnée : on 


pourra déterminer une autre droite A'X' et un point A! 
sur cette droite, tels, que la deuxième droite tournante 
QM fasse sur cette droite un segment A'm/, qui soit tou- 
jours au segment τὰ dans la raison À. 


(1) « Si a duobus punctis datis A, 1} ad circulum positione datum CDE in- 
flectantur uteunque duæ rectæ AC, BC circumferentiæ rursus in D, E occu- 
rentes, recta DE vel continebit datum angulum cum recta ad datum punc- 
tum vergente; vel parallela erit rectæ positione datæ, vel verget ad datum 
punctum. » (Prop. 57, p. 472.) 


17. 
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Qu'on mène PC parallèle à AX, et QC correspondante 
à PC, c’est-à-dire faisant l’angle C égal à l’angle donné; la 
droite cherchée Α' Χ' sera parallèle à QC. Qu'on mène Q a 
correspondante à PA : le point cherché A’ sera situé sur Qa. 
Supposons que deux droites Pb, Q ὁ, faisant l'angle PBQ 
égal à l’angle donné, coupent, la première la droite AX en 
un point B, et la deuxième la droite cherchée Α' Χ' en Β΄. On 


AB : ᾿ { 
doit avoir —— τ Ξ — À; de sorte que cette relation détermine la 


longueur du segment Α' Β΄. Il suffit donc d'inscrire dans l’an- 
516 des deux droites Qa, Ὁ δ᾽ une droite égale à cette lon- 
sueur et parallèle à QC. Ce sera la droite cherchée. C'est- 
à-dire que pour deux droites PM, QM faisant entre elles 


l’angle donné, on aura toujours 


ἀν ΑΒ 


D κ-- ν 
A'm' AIR! 


En eflet, les quatre droites Pa, Pb, PM, PC font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites Q a, Ὁ ὁ, QM, QC. 
Concevons qu'une transversale de direction quelconque 
coupe les deux systèmes de quatre droites dans les points 
A;, B:, ,, C et A”, θ᾽; πὲ, C,. On aura, par le Corol- 
laire IT (p. 83), les deux égalités 


rase Am, γα, 
AB. AB, CB 
ΑἹ ἢ Am, Cm 
API" Ὁ ἘΝ 


Mais, d’après le Corollaire IT (p. 84), les seconds mem- 


bres de ces équations sont égaux. Donc 


Am er. m' Am AB 
ro — 


Css --- -- — Δ, 
AB: ΑΒ - Λ΄ 1m A'B' 


Autrement. Les côtés du triangle PAm sont également 
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inclinés sur ceux du triangle QA'”; et, par suite, les deux 


triangles sont semblables, comme le sont aussi les triangles 


PAB, ΟΑ’ Β΄. Donc 
Am PA AB 


Ame © ὍΛ’ NE 

Donc, etc. 

Porisme CLIX. — Étant donnés une droite AX, un 
point À sur cette droite, une raison ἃ, et un angle de gran- 
deur constante mOn qu'on fait 
tourner autour de son sommet : on 
peut mener une autre droite A'X' 
et déterminer sur cettz droite un 


point À, tel, que les segments Am, 


Α΄ πε΄, formés par les côtés de l’an- 
gle mobile, soient entre eux dans la raison À. 

Qu'on fasse tourner l'angle autour de son sommet, de 
manière que son premier côté Om devienne O x parallèle 
à AX, et soit Ox! son deuxième côté : la droite cherchée 
A'X! sera parallèle à cette droite Ὁ α΄. Maintenant qu'on 
fasse passer le premier côté de l'angle par le point A, et soit 
OA’ son deuxième côté; le point A’ sera situé sur cette 
droite. 

Enfin, que mOm’ soit une position quelconque de l’an- 
sle, on inscrira entre les deux droites OA et Om’ une corde 


Am 


Am! parallèle à O x’ et telle que Vi = À. Cette corde An” 
m 


sera la droite cherchée Δ' Χ'. 

Cela est une conséquence du Porisme ΧΙ ΤΠ, d'après 
lequel les côtés Om, On de l'angle tournant mOn’ 
divisent les deux droites AX, A’X' en parties proportion- 
nelles. 


ΠΡ Genre. (Voir p. 117.) 


Porisme CLX. — Un cercle et un point P étant don- 
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nés, si par ce point on mène une droite qui rencontre la 
circonférence en ἃ οἵ b, et sur laquelle on prenne le 
point m déterminé par la proportion 


a Ι am ve? 


CT res: 
ue ce point sera sur une droite don- 


F B P r sie 
née de position. 
Cela résulte immédiatement du 


Lemme XX VIIT (proposition 154) quand le point P est au 
dehors du cercle; et du Lemme XXXV (proposition 161) 
quand ce point est dans l’intérieur du cercle. 

Dans le premier cas la droite lieu du point m est la corde 
de contact des deux tangentes au cercle, menées par le 
point P. 

Autrement. Soit n le milieu de la corde ab. On a, d’a- 


près le Lemme XXXIV, 
Pa.Phb—Pm.Pn. 


Soit de plus mD perpendiculaire sur le diamètre ABP. 
Les deux triangles rectangles CnP, mDP sont sembla- 
bles, parce qu'ils ont l'angle P commun, et donnent la pro- 
portion 


ΠΕ Ξε Es οι Pn.Pm— PC.PD. 
(l 


Donc 
PC.PD — Pa.Pb — PA.PB. 


Ce qui démontre que le point D est donné; et, par consé- 
quent, que le point m est sur une droite donnée de position. 
Observation. Cette droite lieu du point m s'appelle, dans 
la Géométrie moderne, la polaire du point P; et ce point 
est dit 6 pôle de la droite. 
Porisume CUXI, — Étant donné un point P dans le 


( 263 ) 

plan d'un cercle, si l'on demande un point M dont la 
distance à ce point soit égale à la tangente menée du 
point M au cercle : ce point M est sur une droite donnée 
de position. 

Que sur Île diamètre AB qui 
passe par le point donné P, on 
prenne le point Q déterminé par 


vap, ® Ja relation 
D 


QA.QB— QP, 


el que par ce point on mène la perpendiculaire au diamètre: 
cette droite est le lieu du point M. 

Cela résulte du Lemme XXXIIT (proposition 159), d’a- 
près lequel la droite MP menée d'un point quelconque de 


M 


la perpendiculaire QM rencontre la circonférence en deux 
points C, D, tels, que l’on ἃ 


MC.MD = MP. 


En effet, le carré de la tangente au cercle menée par le point 
M est égal à MC.MD. Donc cette tangente est égale à MP. 
Donc, etc. 


Porisme CLXII. — Quand un cercle est inscrit dans 
υ 


un triangle ΤΙΘΘ', si l’on mène une 
tangente ax qui coupe les côtés US, 
US" en a, à : Le point de rencontre m 
des droites Sax, S'a est sur une droite 
donnée de position. 


Cette droite est la corde qui Joint les 
= s points de contact ὦ, ο΄ des deux côtés 
É US, US’ du triangle. 

En effet, soit O le centre du cercle. L’angle αὉ α΄ (dont 
les côtés sont perpendiculaires aux cordes δ, οὐ 4), a pour 
mesure la moitié de l'arc wzw. Les angles w OU et w OÙ 
ont la même mesure, et, par conséquent, sont égaux à l’an- 
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gle αΟα΄. L’angle SOS’, qui a pour mesure la moitié de l’are 
wo, est supplémentaire de l'angle «Ὁ α΄. Il résulte de là, 
d’après le Corollaire ΠῚ (p. 84), que l’on a, entre les deux 
systèmes de quatre points 5, ὦ, a, U et δ΄, U, α΄, ὦ qui se 
correspondent deux à deux, la relation 
Sa Ua S'a' w'a’ 


SP 0 SU SU 
Suivant le Corollaire II du Porisme XXIV, cette relation 
démontre que les points dans lesquels les trois droites 
Sa!, SU, Sw’ rencontrent les droites S'a, S'w, S'U, respec- 
tivement, savoir : les points m, ὦ, ο΄, sont en ligne droite. 
Cu QE ΤΣ 

Corollaire. Considérant le quadrilatère Saa’$, on con- 
clut du Porisme ce théorème : 

Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, 
les cordes qui joignent les points de contact des côtés 
opposés passent par le point de rencontre des deux dia- 
gonales. 

Porisme CLXIII. — Deux cercles étant donnes, si les 

tangentes menées d’un point 

à ces cercles sont égales : ce 

point est sur une droite don- 
& née de position. 

Soient 77 un point satisfai- 

sant à la question, et mO la 
perpendiculaire abaiïssée sur la droite qui joint les centres C, 
C’ des deux cercles. On a, en appelant R le rayon du cer- 


cle C, 


΄ 


mt =mE.mF={(mC+R)(mC—R) = me? 
— mO +OC —R’ — mO + (OC —R)(OC+R) 
— πιὸ + OA.OB. 


( 265:) 
Pareillement 
mt —mO +OA'.0B. 
Or mt = ml, par hypothèse. Donc 


ΟΥ̓ ΘΙ O0" 


Équation qui détermine la position du point O, et par consé- 

quent, la position de la droite OD perpendiculaire à CC’, sur 

laquelle se trouve chaque point m satisfaisant à la question. 
Donc, etc. 


Porisme CLXIV. — Un cercle est inscrit dans un trian- 
gle; chaque tangente rencontre les trois côtés du triangle 
Σ en trois points a, Ὁ, α: si l’on prend 


sur cette droite un point m déter- 
miné par la relation 


ma.cb = }.mb.ca, 


dans laquelle } est une raison don- 
née : ce point sera sur une droite 
© donnée de position. 
Cela est une conséquence du Porisme CXXXI. 
Porisme CLXV. — Un angle aOb de grandeur donnée 
ς tourne autour de son sommet O et 
intercepte une corde ab entre deux 


droites fixes SA, SB qui font entre 


elles un angle supplémentaire de 

a F l’angle mobile : le milieu de cette 

A 0 corde est sur une droite donnée de 
position. 


Plus généralement, st sur chaque corde ab, on prend un 


- . GE , am 
point m qui la divise dans un rapport donné ἐπ = λ: ἴδ 


lieu de ce point est une droite. 
En eflet, il ἃ été démontré (voir Porisme XLVIII} 
que les deux points a, ὦ marquent sur les deux droites 
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SA, SB deux divisions semblables: donc, d'après le Po- 
risme CVIT, le lieu du point m, qui divise la corde ab 
dans un rapport donné, est une droite donnée de position. 
Donc, etc. 

Si le point O était au dehors de l’angle ASB ou de son 
opposé au sommet, cet angle devrait être égal à l'angle mo- 
bile, au lieu d’être supplémentaire. 


Π’ Genre. ( Voir p. 133.) 


Porisme CLXVI. — Deux points D, E étant pris sur 


le diamètre AB d’un cercle de manière qu'on aït 


EA AD. 
EB DB 


les droites menées de ces points à un point de la circonfé- 
rence, sont dans une raison donnée. 


à : AD ᾿ς 
Cette raison est τ᾿» De sorte qu'il 


faut démontrer que 


MD AD 

ME ΔΕ 

Cela estune conséquence du Lemme XXX (proposition 156). 
En effet, d’après ce Lemme, les droites MD, ME rencon- 

trent la circonférence en deux points η΄, m/ situés sur une 

corde perpendiculaire au diamètre AB. Par conséquent, les 

arcs À m', Am! sont égaux, et la droite MA est la bissectrice 

de l'angle DME,. I s'ensuit qu'on a, dans le triangle DME, 


MD AD 
ME AE 
Ἐπ: ὍΝ ἢ: 
Observation. Nous avons supposé dans ce Porisme que 
les deux points D, E étaient donnés, et l’on n’a eu à déter- 
miner que la raison constante des deux lignes MD, ME. 
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Mais on peut ne donner qu'un de ces points, puisqu'il existe 
une relation entre les deux, et demander de déterminer l'au- 
tre, ainsi que la raison. On forme alors le Porisme que nous 
avons pris pour exemple dans le paragraphe ΠΠ de l’Zntro- 
duction (p. 39). La solution reste la mème évidemment. 

On peut, à l'inverse, prendre pour donnée la raison À, et 
demander de trouver les deux points D, Εἰ. Il en résulte le 
Porisme suivant qui, sans offrir de difficulté, ne se démon- 
tre cependant pas aussi simplement que le précédent. Tou- 
tefois, les Lemmes de Pappus suffisent à la démonstra- 
tion. 

Porisme CLXVII. — Étant donnés un cercle et une 
raison À : on peut trouver sur le diamètre AB deux points 
E, D, tels, que les distances de chaque point M de La cir- 
conférence à ces deux points seront entre elles dans la rai- 
son À; c'est-à-dire que l’on aura 


ME. . 
MD 


Qu'on prenne CE — À.CA, et CD — =. CA ; les deux 


points E, D ainsi déterminés satisferont à la question. 
En effet, il résulte de là que 


CA = CD. CE: 
et conséquemment, d’après le Lemme XXXIV, 


EA EB 

AD ΒΡ 
D'où l’on conclut, en vertu du Lemme XXX, que la corde 
m'm“ est perpendiculaire au diamètre AB. 

Par suite, les angles EMA, DMA sont égaux, et l’on ἃ 

la proportion 

ME AE 

MD AD 
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Il reste donc à montrer que 


AE λ 
ἈΠ ET TN 
9. - = @ | Ἢ 7 Ke ὺ JE __ CA 
Or l'équation CA = (ἢ. s'écrit: os 
Donc 
CE—CA _CA—CD AE AD 
CA: EN ΠῚ τ᾿ CA. Ch: 
ou 
AE CA 
AD: <CD 
Mais = — À, par construction. Done 
AE 
7 — À. 
AD 


C. DE D 
On peut encore conclure cette égalité du Lemme XXVIF. 


Car par la réciproque évidente de ce Lemme, l’équation 


CA — CD.CE entraine celle-ci : 


CE ΤΡ ΛΕ: 
CD AD 
ren 
e A ’ . 7 . . CE CE 
Mais la même équation s écrit aussi —; = —- 
Ξ CD 
CA 
Donc 
CE AE .- 
ΞΞΞΕΣ ΞΞΞΕΙΞΞΞΞΞΞῚ ᾿ FR 
CA AD CA AD 


( 269 ) 

Observations. La propriété du cercle à laquelle se rap- 
portent les deux Porismes précédents, se peut traduire aussi 
sous la forme d’une proposition de lieu; ce qui serait encore 
un Porisme. On prendrait pour hypothèse, ou pour don- 
nées de fait, les deux points E, D et la raison; et le Porisme 
exprimerait que le point M, dont les distances à ces points 
sont entre elles dans la raison donnée, se trouve sur un cer- 
cle donné de position. 

Cette proposition de lieu faisait partie des Lieux plans 
d'Apollonius. Pappus la rapporte sous l'énoncé général 
suivant, qui implique le cas où la raison est égale à l’u- 
nité : ; 

St de deux points donnés on mène des droites qui se 
rencontrent Θ᾽ ut point, et que ces droites soient entre 
elles dans une raison donnée : ce point est sur une droite 
ou sur une circonférence donnée de position. 

Eutocius, dans son Commentaire sur les Coniques d’A- 
pollonius, lorsqu'il expose la définition des Lieux plans, 
solides, et à la surface, qu'on trouve aussi dans Pappus, 
démontre cette même proposition, comme exemple des 
Lieux plans. 11 l’énonce ainsi : 

Étant donnés deux points sur un plan et la raison de 
deux droites inégales : on peut décrire sur le plan un cer- 
cle, tel, que les droites menées des deux points donnés à 
chaque point de la circonférence soient entre elles dans la 
raison donnée. 

Eutocius détermine le centre et le rayon du cercle; puis 
il prouve, d’abord que chaque point de la circonférence sa- 
uisfait à l'énoncé de la proposition, et ensuite que, pour 
les points qui ne sont pas sur la circonférence, la relation 
n'a pas lieu. | 

On remarquera que l'énoncé d'Eutocius et celui de Pap- 
pus, sans être précisément dans les mêmes termes, sont 
néanmoins les mêmes au fond. Dans l’un et dans l’autre la 
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nature du lieu est connue ou donnée, et la chose à trouver 
est seulement la position de ce lieu (ici la position implique 
nécessairement la grandeur). 

Cette concordance montre que telle était bien la forme 
des propositions appelées Lieux chez les Anciens, comme 
tous les géomêtres modernes l'ont admis et comme nous 
l'avons supposé dans notre Introduction, en définissant le 
théorème local, le lieu et le problème local (p. 33). 

Du reste, l'ouvrage des Connues géométriques, de Has- 
san ben Haithem, qui nous à déjà offert un document pré- 
cieux par les Porismes qui s’y trouvent (1), renferme aussi 
un témoignage péremptoire au sujet des Lieux. Car toutesles 
propositionsde Lieux y sonténoncées dans la formeindiquée 
par Pappus et Eutocius. Il nous suffira de rapporter la pro- 
position même dont il vient d’être question : elle est concue 
en ces termes, d’après la traduction de M. L.-Am. Sedillot : 

Lorsque de deux points connus de position on mène 
deux lignes droites qui se rencontrent en un point, et que 
le rapport de ces deux lignes, savoir, celui de la plus 
grande à la plus petite, est connu : le point de rencontre 
est sur une circonférence de cercle, connue de position 
(Livre 1, proposition IX) (2). 

Cet énoncé est presque identique à celui de Pappus : et 
ne le füt-il pas dans les mots de l'original, il décrit incon- 


(1) Voir ci-dessus, p. 44 et δι. 

(2) J'ai signalé dans l’Apercu historique (p. 527) le rapprochement qui se 
présente ici utilement, entre les ouvrages d’Apollonius, d’Eutocius et d'Has- 
san ben Haithem. 

On est autorisé à croire que la démonstration d’Eutocius est précisément 
celle d’Apollonius, puisque c'est de son Ouvrage qu'il extrait l'exemple des 
lieux plans qu'il veut donner. Elle a, du reste, le caractère des démonstra- : 
tions du grand géomètre. Mais une autre considération ajoute à la probabilité 
de notre conjecture. C’est que la démonstration d’Eutocius contient impli- 
citement le Lemme que Pappus donne (proposition 119 de Commandin; 
p. 346. Édition de 1660) comme se rapportant au premier lieu du second livre 
d’Apollonius, c’est-à-dire à la proposition en question. 
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testablement la nature du lieu, ce qui seul constitue le ca- 
ractère que nous avons fait ressortir. 

Simson, en rétablissant les Zeux plans d'Apollonius, ἃ 
conservé rigoureusement la forme des énoncés transmise 
par Pappus. Mais il semble, dans un passage de son Traité 
des Porismes, n’avoir pas distingué, comme 1] le fallait, 
la différence qui existe entre le lieu et le problème local. 

Une parle pas formellement du problème local; cepen- 
dant on peut croire qu'il le comprend implicitement dans 
la définition du lieu, quand il dit : 

« Le lien est une proposition dans laquelle on demande 
» de démontrer qu'une certaine ligne ou surface est donnée, 
» ou de trouver une ligne ou surface dont tous les points 
» aient une propriété commune décrite dans l’énoncé de la 
» proposition; ou bien de démontrer qu’une certaine sur- 
» face est donnée, ou de trouver une surface, sur laquelle 
» des lignes tracées suivant une loi donnée, aient une 
» propriété commune décrite dans l'énoncé de la proposi- 
» tion. » 

C’est ce que l’auteur exprime plus brièvement ainsi : 
« Locus est Propositio in qua propositum est datam esse 
» demonstrare, vel invenire lineam aut superficiem cujus 
» quodlibet punctum, vel superficiem in qua quælibet linea 
» data lege descripta, communem quandam habet proprie- 
» tatem in Propositione descriptam. » (De Porismati- 
bus /elé., p. 324.) 

Ainsi Simson dit qu'un leu est une proposition dans la- 
quelle on demande de démontrer que les points d’une ligne 
dont la nature est donnée, jouissent de telle propriété com- 
mune ; 

Ou bien, une proposition par laquelle on demande de 
trouver la ligne dont tous les points jouissent de telle pro- 
priété commune. 

Cette seconde partie de la définition constitue un pro- 
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blème local. Ki rien, de la part de Pappus, ni d'Eutocius, 
ni d'Hassan ben Haïthem, n'autorise à confondre le problème 
avec le lieu; puisque dans les propositions de eux rappor- 
tées par ces trois géomètres, la nature du lieu est toujours 
donnée et jamais à trouver. 1] est à remarquer que le té- 
moignage seul d'Eutocius suflirait, puisqu'il se propose for- 
mellement de donner un exemple de ces propositions appe- 
lées Leux. 

Du reste, ce que nous croyons être une inadvertance de 
Simson est tout à fait sans conséquence ultérieure dans le 
développement de ses idées sur la question des Porismes; et 
quand il cite, aussitôt après, deux propositions de lieux, il 
prend deux propositions conformes aux énoncés d’Apollo- 
nius, c’est-à-dire dans lesquelles la nature du lieu fait par- 
ue de l’hypothèse. | 

Porisme CLX VIII. — Quand deux droites DD’, ἘΠ΄ per- 
pendiculaires au diamètre AB d’un cercle, coupent ce 
diamètre et son prolongement el 
deux points D, E de manière 
qu'on ait 


EA AD 
ΕΒ DB? 


el qu'une tangente au cercle ren- 


contre ces droites en deux points 
d,e: Les distances de ces points au centre du cercle sont 
entre elles dans une raison donnée. 


Cette raison est égale à ---- De sorte qu'il faut démon- 


AE 
trer que 
Ca e! AD 


Cr Mar: 


Qu'on mène la tangente em’; la corde mn passera par 
le point D. Car si l’on connait la droite 61) et qu’on dé- 
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signe par g, ἢ οἱ D,, les points où elle rencontre la cir- 
conférence et la corde mm’, on aura, d’après le Lemme 
XX VIII, 

eg D, g 
eh — Dh 


D'un autre côté, d’après le Lemme XXXV, 


65 D g 
eh DA 


Donc le point D, coïncide avec D. Donc la corde mm passe 
par le point D. Pareillement, si l’on mène la tangente dm”, 
la corde mm" passera par le point E. Enfin la corde mm" 
est perpendiculaire au diamètre AB (Lemme XXX). Par 
conséquent, les angles À mm’, À mm” sont égaux ; et comme 
les droites Cd, Ce, Ca sont perpendiculaires aux cordes 
mm', mm, mA, les angles dCa, eCa sont égaux. On a 
ainsi, dans le triagle dCe, 


Cd ad 
Ce Ξε ae 
Mais . 
ad AD 
ae TA. 
Donc 
Cd AD 
Ce — AE 
δ... ὩΣ εὖ Ὁ. 
Porisme CLXIX. — Étant données deux demi-circon- 


férences dont l’une est intérieure à l’autre et dont Les bases 
a AB, A'B' sont sur la méme 

droite : on peut déterminer un 
point O, tel, que si une per- 

HN pendiculaire à AB, rencontre 

à SP ΟΡ ΒΡ ο΄ Zes deux demi-circonférences 


18 
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en m et nm: les distances de ces points au point O seront 
entre elles dans une raison constante. 

Soient O, O’ les deux points qui divisent harmonique- 
ment chacun des deux diamètres AB, Δ' Β΄. L'un ou l’autre 
de ces points satisfait à la question. Et en appelant D le 
milieu de ΟΘ΄ ei C, C’ les centres des deux demi-cercles, 


on a 
O »2 τῆν OC À Om δ O0’ O’C 
Or OC? ÿ 0'C’ 


En effet, O et O’ divisent harmoniquement le diamètre 
AB : c'est-à-dire que 


el, par suite, 
CO. C0" — CA. (Lemme XXXIV.) 


ΤΙ résulte de cette équation, d’après le PorismeC ΧΕ), 


que 
Om — 20C. Dp. 
Pareillement 
core 2.0C". Dp. 
Donc 


D τῇ, OC τ, Ο cs = 1/5 
ἜΣΤΙ 00! | Om’ OC’ 


La démonstration est la mème pour le point Ο΄. 
Done, etc. 


γε Genre. ( Voir p. 136.) 


Porisme CLXX. — ϑδὲ autour d’un point P on fait 
tourner une droite qui rencontre un cercle en deux points 
M, πὶ: les tangentes en ces points et les parallèles à 
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ces tangentes, menées par le point P, forment un parallé- 
logramme PAN a dont la dia- 
gonale Aa est sur une droite 
donnée de position. 
En effet, qu'on prolonge les 
côtés PA, Pa de quantités AA’, 


aa! égales à ces mêmes côtés, 


Ε Er respectivement : la droite A’a 
sera parallèle à Aa et passera par le sommet N du paral- 
lélogramme. Soit μ le point où elle rencontre la corde 
PmM. Les trois droites NM, Nu, Nm coupées par les deux 
PM, PA’ donnent, en vertu du Lemme XI, 


Pm pm A'A 
PM M PA 


Or A'A - Par Donc 


Pm um 
PM μΜ 
Ce qui prouve (Porismes CLX et ci-après CLXX VIT) que 
la droite y.N est celle que l’on appelle La polaire du point 
P, et, par conséquent, est donnée de position. La droite A a 
qui lui est parallèle et à une distance sous-double du point 
P, est donc aussi donnée de position. Cd ἘΣ ΠΡ 
Porisme CLXXI. — δὲ entre deux tangentes ἃ un 
cercle So, Sw, on 
inscrit une autre 
tan gente quelconque 
mm, et que d'un 
point P de la circon- 
férence on mène les 
droites Pm, Pr’; 
À l A’ KR une ligne α étant 


donnée de grandeur : il existera une droite, donnée de 
18. 
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position, telle, que le segment μμ' formé sur cette droite 
par Pm, Pmw, sera égal à la ligne à. 

Que l’on inscrive dans l'angle ὦ PS une droite οσ égale à 
la ligne donnée ας et parallèle à la tangente menée au point 
donné P, cette droite satisfera à la question. 

Il faut démontrer que py! = 06 = «. 

En effet, on a, entre les deux systèmes de points À, ὡς m, 
S et Α', 5, m', ο΄, d’après le scolie du Porisme CXXX, la 
relation 

om , © A Sm' . SA’ 
δ ΘΑ.  wm ‘vw A 


Or, les quatre droites PA, Po, Pr, PS coupées par SA et 
οσ, donnent, en vertu du Coroll. II du Lemme XI (p. 83), 


wm © À op. 
δ) SA ou 


Pareillement, 
Sm' . SA! cu” 
sim ee AU D μ΄ 
Donc 
Op _ Gp OU _ ou" 
Se ΤΡ κτλ 


Et, par suite, 


ou+us σμ' +p'o 0 σο 
en le mr ou —= 
ομ. σμ. Ομ. Cf 
Cela posé, je dis que oa = σο΄. On sait effectivement 
que le triangle ASA’ coupé par la droite Row, donne 


BA o'A 0S. 
RA! &S oA πὴ 4 
ou, parce que So = w'S, & À — AP et w'A'— A'P, 
RA PA 


RAP PRE 
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Et si l’on considere les trois droites SA, SP, SA’ coupées 
par les deux AA’, ww’, cette équation, en vertu du Lemme 
XIX, conduit à celle-ci : 
Ro πω πω Ro 
——, = —; OÙ —,:———1. 
Ro’ ro rw" Ro’ 
Maintenant en appliquant aux quatre droites PA, Po, Pr, 
Po’ coupées par les deux ww et οο΄, le Corollaire ΠῚ du 
Lemme XI, déjà cité, on a, 


πω Ro 60 
Ho co" 


Donc 50 — σο΄. Par conséquent, l'équation ci-dessus 


06 60’ 


OL. σι, 


se réduit à op = op. 
Il s'ensuit : 


OU. + ua — ou! + Lo, 


Où 


06 — uy/. 

Ce qu'il fallait démontrer. Done, etc. 

Porisme CLXXII. — δὲ par un point P donné on mène 
deux sécantes quelconques aa, bb’, 
qui forment les diagonales d’un 
quadrilatère abab' inscrit à un cer- 
cle donné : la droite ef, qui joint les 
deux points de concours des côtés 


opposés, est donnée de pois 
ΠΑΡ ΤΑ ΕΣ eflet, la diagonale aa! ren- 
contre la droite ef en un point & pour lequelon a, d’après 


le Lemme V, 
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On a de mème, sur la diagonale bb’, 
Pb b6 

Pb 66’. 

La droite ef est déterminée par les deux points ας 6. 
Mais, d’après le Lemme XXVIIT, quand le point P est au 
dehors du cercle, et, d’après le Lemme XXXV, quand ce 
point est dans l’intérieur du cercle, ces points &, 6 sont 
toujours sur une même droite, quelles que soient les deux 
sécantes Paa!, Pbb'. Cette droite est la polaire du point P 
(Porisme CLX). 


Le Porisme est donc démontré. 

VE Genre. (Voir p. 139.) 
Porisme CLXXIIT. — δὲ autour d’un point fixe P, pris 
sur le diamètre AB d'un cercle, on 
fait tourner une droite qui rencon- 
tre la circonférence en C et D, et que 


l’on mène DE perpendiculaire au 
diamètre AB : la corde EC passera 


par un point donne. 

Ce Porisme est une conséquence immédiate du Lemme 
XXX (proposition 156). 

Porisme CLXXIV.— Étant donné un demi-cercle ADB, 
si l’on mène une droite MM'qui forme 
sur les tangentes aux extrémités de ce 
diamètre deux segments dont le rec- 
tangle AM.BM' soit égal à un espace 
donné ν : la perpendiculaire à cette 
droite, menée par le point m où elle 
rencontre le demi-cercle, passera par 
un point donné. 


Qu'on prenne le point P déterminé par l'égalité 
PASPB—= 1? 


ce sera le point cherché, 
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Cela résulte du Lemme XXXI (proposition 157), d'après 
lequel la perpendiculaire à MM’ menée par le point /n, 
rencontre le diamètre AB en un point P, tel, que l’on a 


PAP AM-BM— Ὺ. 


Porisme CLXXV. — δὲ autour d’un point D pris 
dans le plan d’un cercle on fait tourner un côté d’un 
angle droit dont le sommet M glisse sur la circonférence 

du cercle, et que par le point E où l’autre 

côté rencontre la circonférence, on mène 
, une parallèle au premier côté: cette droite 
passera par un point donné. 
Qu'on prenne sur AB le point F, tel; 
que OF = OD, O étant le centre du cer- 
cle. Ce sera le point qui satisfait à la question. 

La démonstration résulte du Lemme XXXVI (proposi- 
tion 162). 

En eflet, qu’on prolonge la droite MD et sa parallèle jus- 
qu'à leur rencontre avec la circonférence, en M’'et ἘΠ, on 
forme un rectangle inscrit MEE'M'. D'après le Lemme, les 
deux côtés parallèles MM’, EE’ sont à égale distance du cen- 
tre; donc tout diamètre les rencontre en deux points situés 
à égale distance du centre. Donc la droite EE/ passe par le 
point F situé sur le diamètre AB à la distance OF égale à 
OD. Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CLXXVI. — Un angle de grandeur donnée 


se meut de manière qu'un de ses côtés passe par un point 


M’ 


donné, et que son sommet glisse sur une circonférence de 
cercle; son deuxième côté rencontre la circonférence en 
un deuxième point par lequel on mène une droite fai- 
sant avec ce côté un angle égal à l’angle mobile, maïs 
dans un sens contraire : cette droite passe par un point 
donné. 

La démonstration de cette proposition se déduit du Po- 


( 280 ) 
risme précédent qui n’en est qu'un cas particulier, celui où 
l’angle mobile est droit. 

Reprenons, en eflet, la figure précédente et concevons 
qu’on ait abaissé du point. D sur ME une oblique DN faisant 
l'angle N de la grandeur donnée; le point N sera sur un cer- 
cle. Car le triangle rectangle MDN est donné d'espèce: par 
conséquent, son hypoténuse DN est proportionnelle au 
côté DM. Si l’onportait sur DM une ligne égale à ὮΝ, son 
extrémité serait sur un cercle ayant le point D pour centre 
de similitude avec le cercle ΑΜΒ. Et si l'on suppose que ce 
cercle tourne autour du point D d’un angle égal à MDN, 
il deviendra le lieu du point N. Ce point 
est donc sur un cercle Z. Le point A’où 
la droite DA, faisant avec DA l'angle 
ADA' égal à MDN, rencontre la tan- 
gente en À, appartiendra au cercle Z, 
dont le centre sera en O’ au point d’in- 
tersection de la droite DA’ et de la perpendiculaire à DF 
élevée par le centre O du premier cercle. 

Maintenant si l'on suppose que du point F on abaisse sur 
la droite ME une oblique FT faisant l'angle en I égal à l’an- 
gle en N, mais en sens contraire, de manière que le pre- 
nier étant à droite de la perpendiculaire DM, le second soit 
à gauche de la perpendiculaire FE : le point 1 sera sur un 
cercle qui sera évidemment le même que le cercle Σ, Car son 
centre sera sur la droite FB/ faisant avec ΕΒ l’angle BFB' 
égal à EFI, et, par conséquent, coïncidera avec le centre O’ 
de Z; en outre, son rayon O’B' sera égal à Ο' Α΄. 

On conclut de là que : Si par un point D donné dans le 
plan d’un cercle À on mène une droite ὮΝ à un point de la 
circonférence, et par ce point une droite NI faisant avec DN 
un angle donné, puis par le point I une autre droite faisant 
avec NT un angle égal à l'angle N, mais dans un sens diflé- 


rent: cette droite passera par un point fixe F situé sur la 
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droite DA qui fait avec le rayon O'D du cercle Z, un angle 
ADA' égal au complément de l'angle donné N. 

Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme. CLXX VII. — δὲ de chaque point d’une droite 
donnée de position dans le plan d’un cercle, on mène 
deux tangentes au cercle : la corde qui joint les deux 
points de contact passe par un point donné. 

Soient MA, MB et ma, mb les tangentes menées par deux 
points M, m de la droite LM. Ces tangentes forment le qua- 
drilatère circonserit 
MCmD dans lequel 
les cordes Aa, Bb se 
rencontrent en un 
point Q de la diago- 
nale My (Porisme 
CLXII, Coroll.), et 
les cordes Ab et Ba 
en un point R de la 


même diagonale. Soit 
P le point de rencontre des deux cordes de contact AB, 
ab; etE, e les points où ces cordes rencontrent la droite LM. 

Considérons le quadrilatère a Q DR dont les points de 
concours des côtés opposés sont À et B. La droite qui joint 
ces points, c’est-à-dire la corde AB, est rencontrée par les 
deux diagonales ab et ΟΝ en PetE, et l’on a (Lemme V), 


PA EA 


Denc, quelle que soit la corde ab, c'est-à-dire quel que 
soit le point m1 sur la droite LM, le point P par lequel passe 
celte corde estfixeet déterminé. Cequi démontre le Porisme. 

Corollaire. On a, évidemment, 


Pa ca 


Pb οὐ 
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de sorte que d'après le Porisme CLX, si la droite LM ren- 
contre le cercle, le point P est le point de concours des 
tangentes aux deux points de rencontre. On en conclut ce 
théorème : 

Quand un angle est circonscrit à un cercle, si par son 
sommet on mène une droite qui rencontre le cercle, les 
tangentes aux deux points de rencontre se coupent sur 
la corde qui joint les points de contact des deux côtés de 
l'angle. On peut dire, sur la polaire du sommet de l’angle. 

Porisme CLXX VII. — Un angle APB ctant circonscrit 
à un cercle, et un point Q étant donné 
sur la corde de contact AB; si par ce 
point et le sommet de l’angle on mène 
deux droites qui se coupent en M sur 
le cercle : la corde mm’ que ces droites 
interceptent dans le cercle passe par 


un point donné. 
Ce point est sur AB et se détermine par la proportion 


En effet, la droite PM rencontre la corde de contact AB 
en μ, et l’on ἃ 
PM M - ᾿ 
_— 1. (Porisme CLX.) 


Pr μη 
Le point y’ déterminé sur QM par l'équation 
μΝ) 


QM 
Qm' Hi μ' m” 


est, de mème que le point R, sur la corde de contact des 
tangentes menées par le point Ὁ (Porisme CLX). Cette 
corde, d'après le corollaire du Porisme précédent, passe 
par le point P. 
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Les deux dernières équations donnent celle-c1 : 


PM M M ΟΝ 


Pm'pm pm "Ὁ πε" 
entre les deux séries de points P, M, m, μ οἱ μ΄, M, m', Q 
situés sur les deux droites PM, ΟΝ]. Et cette équation prouve, 
d'après le Lemme XVI, que les trois droites Ῥμ', Qu, mm’ 
passent par un mème point : c’est-à-dire, que la corde #m 
passe par le point d'intersection des deux droites Py', ὧμ, 
ou PR, QA. Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CLXXIX. — Deux droites parallèles LC, 
L/C'étant données dans le plan d'un 
cercle, si par chaque point de LC on 
mène deux tangentes au cercle et 
une droite au point milieu du seg- 
ment que ces tangentes intercep- 
tent sur L'C': ceite droite passe par 
un point donné. 

En effet, on a vu dans le Porisme 
CLXX VII que la droite ab qui joint 
les deux points de contact de chaque 
couple de tangentes, passe par un point fixe P, et que, € 
étant le point où αὖ rencontre LC, on a la proportion 


Pa ca 
Pb cb 


De plus les trois droites ma, mb, mP rencontrent la droite 
L'C' en α΄, b'et P',et l’on a 


P'a' Ps barre 
Pb Pb°ca 


+ (Corollaire Il, p. 85.) 


Donc 


1. οἱ F2 —  Ρ δ 
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Donc la droite menée du point m au milieu Β΄ du segment 
αἱ b!, passe par le point fixe P. 

Le Porisme est donc démontré. 

Porisme CLXXX. — Étant donnés deux droites SA, 
SA', un point P et un espace y : on peut 
trouver sur ces droites deux points Let 4’ 
en ligne droite avec le point P, et tels, 
que si l’on prend sur SA, SA', deux 


points m, τη liés par l'équation 


Im.J'm = y, 


la droite mm! passera par un point donné. 

Que l’on mène par le point P la droite 17΄, telle, que 
SI. SJ — y: ce que l’on fait par le Lemme XXXVIII 
(proposition 164) : les deux points 1 et 7' satisfont à Ja 
question, et le sommet Q du parallélogramme construit sur 
les deux côtés SI, SY est le point par lequel passent les 
droites 7rim!. 

Cela est une conséquence du Porisme ΟΧΥ ΠῚ. 

Porisme CLXXXI. — Quand deux droites qui tour- 
nent autour de deux 
points P, Q d’un cer- 
cle,en se coupant tou- 
jours sur la circon- 


Jérence, rencontrent 
deux droites fixes SA, 
SA’, menées par un 
autre point du cercle, 


en deux points m, m’: la droite mm’ passe par un point 
donné. 

Soient a et δ' les points où les tangentes en P et en Ὁ 
rencontrent, respectivement, les deux droites SA, SA’: et ὁ, 
a’ les points de section de ces droites par la ligne PQ. Le 
point de rencontre des deux droites an, δῥ' est le point 
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cherché; c’est-à-dire que la droite mm! passe par ce point. 
En effet, les quatre droites P a, Pb, PS et Pm font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites () α΄, Ὁ δ', QS ei 
Qu. Par conséquent (d’après le Corollaire ΠῚ, p. 84) la 
relation suivante a lieu entre les deux séries des quatre 
points 5. a, b,metS, α΄, b', m': 


Sn, bm Sm', b'in! τ Sm.ba su Sm'.b'a' 
SA de 54 “Ha bm.Sa _ b'm'.Sa' 


Or cette équation prouve, d’après le Lemme X ou XVI, 
que la droite mm! passe par le point d’intersection des deux 
droites aa!, bb'. Done, etc. 

Porisme CLXXXIL — Un quadrilatère étant inscrit 
dans un cercle, si on le déforme en faisant tourner tros 
de ses côtés autour de trois points 
Jixes P, Ὁ, ἢ situés en ligne droite: 


Le quatrième côté passera par un 


i 


point donné. 

En effet, soit S le point où le 
quatrième côté rencontre la droite 
® sur laquelle sont les trois points 

P, Q, R; et soit z le point de ren- 
contre des deux côtés opposés ab, cd du quadrilatère. Con- 
sidérant le triangle P:R coupé par les deux droites ad 
et bc, on a, d’après le théorème de Ptolémée, 


LS 
ee 


d 


Pa id. Es 
ΠῚ ΠΤ ΑΝ πτήσει 
ic RQ PA 
προ in 


Multipliant membre à membre et observant que 


ia.ib = ic .id, 
on obtient 
Pa.Pb  PQ.PS 
Rc.Rd  RQ.RS 
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Le premier membre est constant, par conséquent le rap- 


ΡΒ, ξ LUE Ε 
port Re l'est aussi. Ce qui démontre le Porisme. 


Porisme CLXXXIII, — Étant donnés deux cercles, si 
l’on mène deux rayons parallèles : la droite qui joindra 
leurs extrémités passera 
par un point donné. 

En effet, soit S le point 
où la droite mm/ rencon- 


tre la ligne des centres 
OO’: les deux triangles mOS, m'O'S sont semblables, et. 
l'on ἃ 


SO Om - R 


en appelant ἢ, R' les rayons des deux cercles. 
Ainsi le point S est fixe. Donc, etc. 
Remarque. On ἃ 


Sm SO R 


Sm' SO _R' 


Par conséquent les deux cercles sont deux figures sembla- 
bles dont le centre de similitude est en &, 

Il est clair que les tangentes aux deux cercles, en leurs 
points homologues mm’ sont parallèles, puisque les rayons 
Om, Om sont parallèles. 

Dans la figure, les deux rayons parallèles Om, Om! ont 
la mème direction. S'ils avaient des directions contraires, 
la droite mm! passerait encore par un point fixe, différent de 
S. Ainsi deux cercles ont deux centres de similitude. 


VII Genre. (Voir p. 144.) 


Porisme CLXXXIV. — Étant donné un triangle ABC, 
si par les deux points À, B, on fait passer plusieurs cer- 
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cles, dont chacun rencontre les côtés AC, BC en deux 
points m, m'; un point D étant donné 
sur CA : on peut trouver un point E sur 
CB, tel, que les deux segments Dm, 
Em’ seront entre eux dans un rapport 
donné. 

Le cercle mené par les trois points A, 
B, D rencontre le côté BC au point de- 
mandé E,. Et l'on ἃ 


Dm _ DC 
EE “EC 
En effet, les deux cordes DE, mm’ sont parallèles, parce 


que les angles ADE, Amm/ sont égaux entre eux, comme 
suppléments de l'angle ABC. Par conséquent 


Dr DC 
Em ἘΠ 
Donc, etc. 
Porisme CLXXXV. — Quand plusieurs cercles passent 
par deux points P, Q, et rencon- 
trent deux droites fixes PA, PB, 
menées par un de ces points, en 
des couples de points a, Ὁ: a’, 
Β΄: ...: le rapport des segments 
aa’, bb’ faits par deux quelconques 
des cercles, est donné. 
En d’autres termes, les cercles divisent les deux droites en 
parties proportionnelles. 
En effet, menons par le point Q une droite QC qui 


a ! 


. a 
rencontre les cercles aux points €, c',.... Le rapport — 
cc 


est donné (Porisme précédent); et de même le rapport 


! 


bb aa’ 3 
—: Donc τι, “5 donné. Ὁ Ὁ. F. D. 
ec 
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Corollaire. ΤΙ résulte de là, en vertu du Porisme ΟΥ̓, 
que : Les milieux des cordes ab, ab, ... sont sur une 
méme droite. 

Porisme CLXXXVI. — Un cercle est circonscrit à un 
triangle PQR, et deux droites 
fixes SA, SA’ sont parallèles 
aux deux côtés PR, QR; οἱ 
autour des deux points P, Q 
on fait tourner deux droites 
quise coupent sur la circonfé- 
rence du cercle et qui rencon- 
trent SA, SA! en m et m’; Le 
point À étant donné sur SA : 
on pourra trouver le point À 
sur SA’ et une raison ἃ, tels, que le rapport des deux seg- 
ments Am, An sera égal à cette raison. 


La droite PA rencontre le cercle en a, et la droite Qa 
rencontre SA’ au point cherché A’. Soit B le point où la 
tangente en P rencontre SA, et Β΄ le point où PQ rencontre 
SA’. La raison À est égale à ΓΝ 

En effet, le faisceau de quatre droites PA, PB, Pm et 
PR, a ses angles égaux à ceux des quatre droites QA, QB, 
Qm! et ΟΝ. Il s'ensuit, comme 1] ἃ été démontré pour 
le Porisme CX, qu'il existe entre les deux systèmes de 
points À, B, met A’, Β΄, m' la relation 


Am A'm' Am AB 
Ξε-.--- οι --- = ---- 


AB: AR" A'm' A'B' 


Donc, etc. 
IX° Genre. (Voir p. 149.) 


Porisme CLXXX VII. — δὲ l’on prend sur une droite OA 


deux points variables m, m', déterminant des segments 
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dont le rectangle Om.Om' soit égal au carré construit sur 

une droite donnée ἃ: τὰ 

Ἔτι vom à sx étant lermilieu deces deux 

points, et Ὁ une ligne don- 

née : on peut trouver un point E et une raison y, tels, que 
l’on aura toujours 

Em.Ein' 
Er τ at 


Il suffit de prendre OE—a, et u— 2 = Cela résulte du 
Lemme XXIIT {proposition 149). 


En effet, puisque Om.Om! = a? — OE, il s'ensuit, d’a- 
près ce Lemme, que 


Em.Em' — ΟΝ (Em+EÆEm'), 


ou 
Emn.Em' Emn.Em' __20E " 
ES = ΟΕ, et CRE ----- GT ΞΞΞΞ Β.- 


Si le point E, au lieu d’être placé comme dans la figure, 
était pris du même côté de O que m et γγι΄, ce serait le 
Lemme XXV (proposition 151) que l’on invoquerait. 

Porisme CLXXXVIIT. — Quand un cercle est inscrit 
dans un triangle AA'B, st l’on fait 
tourner sur la circonférence une tan- 
gente qui rencontre les côtés BA, BA' 
en deux points m,m’:o0n peut trouver 
un point J' sur le côté BA’, et une ligne 
“7 μ, tels, qu'on aura toujours l'égalité 
î Am.J'm' 

k rex 


La tangente parallèle à AB coupe A’B au point cherché 
J’. La tangente parallèle à AB coupe AB en un point I, et 
l'on au — AI. 

19 
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En effet, soient C7, Cj les parallèles aux deux côtés A'B, 
AB menées par le centre du cercle. On démontre comme 
au Porisme CXXX, que les quatre droites CA, Cm, CI et 
Cj font entre elles, deux à deux, des angles égaux aux an- 
gles des droites CA’, Cm’, Ci, (Δ΄ Et on en conclut par la 
même démonstration que pour le Porisme CXXIT, cette 
égalité 

͵ ͵ ! 
οἰ QE. D: 

Porisue CLXXXIX. — δὲ autour de deux points P, Q 
d’un cercle, on fait tourner 
deux droites qui se coupent 
en M sur la circonférence, et 
rencontrent une droite fixe 
LA en m et m’; le point A 
étant donné, ainsi qu'une 


a" L AN Sn τύχοις Ἢ 


ligne x: on pourra trouver 
deux autres points, Λ' et Y sur LA, tels, que le rapport 
des rectangles Δ σα. 1’ τα’ et A'm'.a sera constant. 

Qu'on mène PA qui coupe le cercle en a; Qa déter- 
mine le point demandé Α΄. Soient Pj, Qt parallèles à LA ; 
les droites Ὁ), Pz coupent LA en 7' οἱ 1. J/est le deuxième 
point demandé; et l’on ἃ 


Am.J'm! AI 

An ἃ 4 
ou bien 

Am.J'm' 


A! m' 


A: 


En effet, les quatre droites PA, Pm, PI et Pj font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites QA’, Q', ΟΣ ΟἿ: 
Si l’on conçoit que ces droites issues du point Q rencon- 
trent une transversale en des points A", m!!, 1", J': en com- 
parant ces points d’abord aux trois À, m, 1, puis aux trois 
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Α΄, m!, J, on obtiendra les relations 


Am MAT 4 Am 
A me T1 ΑΙ 
Dom. JM Α΄ ηι' 


——— 0 


AT CTP ΤῊ 


> (Cor. des Lemmes ΠῚ et XI, p. 83.) 


Donc 
- — ne ou ne — An 
Ἐπ OUR 
X° Genre. (Voir p. 156.) 
Porisme CXC. — On a un cercle dont le diamètre 


est AB; la tangente en E est parallèle à ce diamètre, et 
les points 1 et J' de cette droite appartiennent aux tan- 
gentes en À et en B; si autour 
de ces points À, B on fait tour- 
ner deux droites qui se coupent 
sur la demi-circonférence ADC, 
et qui rencontrent la tangente 


17’ en τὰ et m': le rectangle 
Im. J/m sera égal à un espace donné augmenté du rectan- 
gle formé sur l’abscisse mw/ et une ligne donnée. 

L'espace donné est IE.J'E, et la ligne donnée JT. De 
sorte que l'équation à démontrer est 


Im'.J'm—=IlE.J'E + J'I.mm!. 


En effet, les quatre points m, n, I, J' sont liés par l’é- 
quation suivante, d’après le Porisme LIX, 


nv. J'm—1lm.J'm + J'I.mm'. 


Il suffit donc de prouver que Im.J'm=—IE.J'E. 
19. 
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Or les triangles Amd, m'BJ', sont semblables, Done 


Im BJ’ 


D pe ΕΙΣ Ο. γ7’ 
πόποι 1... δια 2} 1 τ ΞΘ ΒΥ. 


Et comme AI — Β΄ Ξξῷε IE -Ξ J'E, il en résulte 


Im.Jm = ΤῈ. ΓΈ. 


Donc, etc. 

Observation. On trouverait de même que si le point M 
était pris sur la demi-circonférence AEB, l'équation de- 
viendrait 


Let .J'm + 1\J'.mm —1E.J'E. 


Elle répondrait donc à un Porisme exprimé par la for- 
mule 


Im .J'm—+u.mm ταν. 
μ 


Mais cette formule ne se trouve pas dans les énoncés de 
Pappus. Nous en dirons plus loin la raison (à la suite du 
Porisme CXCIX). 

Porisme CXCI. — Un trapèze P1Q; est inscrit dans 

EN m τι τ m' un cercle, et 
: une droite AL 
parallèle à ses 
côtés ΒῚ Qn, 


est prise au de- 


hors du cercle ; 
le point À étant 
donné sur cette droite : on pourra trouver un autre point 
Β΄, un rectangle ν et une ligne p, tels, que si de chaque 
point M de l'arc iP;j, on mène les droites MP, MQ, qui 


coupent LA en m et m’, on aura toujours la relation 


M 


Am.B'm = ν + μ. mm. 


Qu'on mène PA qui rencontre le cercle en a, et (δὰ qui 
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détermine le point A’. Puis, Pz et Ὁ} qui coupent AL en 
I et J’ On prendra J'B' — AI, y — AI. A'A et u — AT. 
En effet, d’après le Porisme CLXXXIX, on a l'égalité 
Αγ 1 πη ΞΞ Nm ΑἹ. 


et l’on en conclut, comme au Porisme ΟΧΧΠΙ, l'équation 


Am.B'm = AI,A'A + Al.rmm/; 


ce qui démontre le Porisme. 

Observation. Si l’on cherche ce que devient l’équation 
quand le point M est pris sur l'arc 4 Q δ) qui avec :Pj com- 
plète la circonférence, on trouve qu'il y a deux cas à con- 
sidérer : 

Pour les points des arcs ia, 76 contigus à #Pj, l'équation 
est 

Am.B'm/ + ΑΙ. ΔΑ’ == ΑἸ. πιηΐ. 

Et pour les points de l’arc 4Q ὦ, elle devient 


Am.B'm + TA.mm/ — 1A.A'A. 


Ainsi la circonférence est partagée en quatre ares consé- 
cutifs jPr, ia, aQb, bj dont le premier et le troisième 
donnent lieu à deux équations différentes, et les deux au- 


tres à une seule équation. 
XII Genre. (Voir p.152.) 


Porisme CXCII. — Un segment de cercle AmB étant 
m donné, ainsi qu'une raison À: on peut 

trouver un point C et une raison μι, tels, 

que les distances de chaque point m de 

5 Β l'arc de cercle AmB aux trois points À, 
B, C auront entre elles la relation con- 


stante 
Am + \.Bm de. 


Cm 
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Qu'on prenne sur l’arc ACB, qui complète la circonfé- 
rence du cercle, le point C déterminé par le rapport 


pt À; ce qu'on fait par le Lemme XXIX ; puis u— ir 


CB BC' 
on aura 
AC 
Am —+ σ᾽" γι ΑΒ 
Cm "TEE 


En effet, les quatre points A, B, C, m sont les sommets 
d’un quadrilatère inscrit au cercle, dans lequel, d’après le 
théorème connu des Anciens et qui fait la base de leur tri- 
gonométrie, le produit des diagonales est égal à la somme 
des produits des côtés opposés; c’est-à-dire que 


AB.Cm— Am.BC + Bm. AC, 


ou 


AC 
A — B 
PTE Dr AE 


μι ἶν τ το 
co Te 
Observation. Si la raison donnée est égale à l'unité, le 
point C sera le milieu de l'arc ACB, et l'équation satisfera 
à l'énoncé du XIV° Genre (voir p. 172). 


XV° Genre. (Voir p.174.) 


Porisme CXCIII. — Deux droites OA, OB’ étant don- 

à nées, si l'on mène une 
droite mm’ qui fasse soit 
avec AO et OB, soit avec 
OA et le prolongement 
de OB, un triangle 


mOm’ égal à un espace 


m' 0 ΠῚ b m' 


donné y : le rectangle 
des deux segments Om, Ὁ m' est donné. 
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Cela résulte des Lemmes XX et XXI. En effet, soit ab 
une position de la droite mm’. Les deux triangles a0b, 
mOm/ sont égaux par hypothèse. Leurs angles en Ὁ sont 
égaux ou supplémentaires; par conséquent, d’après le 
Lemme XX dans le premier cas et le Lemme XXI dans le 
second, leurs surfaces sont entre elles comme les rectangles 
Oa.O0b etOm.Om!. Donc ces rectangles sont égaux. 

Soit aD perpendiculaire sur OB; on ἃ 


: Οὐ. 
triangle bOa— "© —», 
d'où 
A D An τ 
entr di CMP AIR 


Le rapport Qe est constant, quel que soit le int & 
pere constant, q q point « 


pris sur OA. Le rectangle Oa.Ob, et par conséquent 
Om.Onm’, qui lui est égal, est donc déterminé. 
* Ce qui démontre le Porisme. 
Porisme CXCIV. — δὲ d'un point P pris sur le dia- 
mètre AB d’un demi-cercle, on mène 
m une droite à chaque point M de la cir- 
δ Ὁ’ conférence, et que par ce point on mène 
à cette droite une perpendiculaire qui 
- ΡΒ rencontrera en deux points m, m!, Les 
tangentes en À et B: le rectangle Am.Bnr sera donné. 
Cela résulte du Lemme XXXI (proposition 157) d'après 
lequel 
Am.Bm!— PA.PB. 


Porisme CXCV.—S; autour d'un point fixe on fait tour- 
ner un côté d'un angle de grandeur donnée dont le som- 
met glisse sur une circonférence de cercle : l'autre côté de 
l'angle forme sur deux certaines drottes données de post- 
tion deux segments dont le rectangle est donné. 
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Soient D le point donné sur le diamètre Α' Β΄, et DNK une 
position de l’angle mobile. Qu'on 
mène A’X faisant l’angle XA'D égal 
à DNK, et B'Y parallele à A'X; puis 
par le point D une perpendiculaire 
à ces droites, qui les rencontre en A 
et B. Le côté NK de l'angle N fait 


sur ces droites les segments Am, 


3 m' dont le rectangle est égal à DA. DB. 

Cela résulte du Porisme précédent; car si l’on mène DM 
perpendiculaire sur le côté NK de l'angle mobile, le point 
M sera sur le cercle décrit sur AB comme diamètre (ce 
qu'on démontre par le raisonnement déjà employé au Po- 


risme CLXXVI). Donc, d’après le Porisme précédent, 
Am.Bni—DA.DB. 


αἱ σ᾿ εν D. 
Porisme CXCVI.—S: autour de deux points fixes D, D' 
pris sur le diamètre AB d’un demi-cercle 
à égale distance du centre, on fait 
tourner deux droites parallèles qui ren- 
contrent la circonférence en deux 
points, E, ἘΠ: la droite EE’ forme sur 
les tangentes en À et B deux segments 
Am, Am’ dont le rectangle est donné. 


Ce rectangle est égal à DA .DB. 

En effet, les deux droites DE, D’E’ étant parallèles et 
également éloignées du centre, l’angle DE E’ est nécessaire- 
ment droit. Car si l’on mène le diamètre perpendiculaire à 
ces droites, qui les rencontre en ἃ et σ΄, on ἃ CG = CG; 
par suite, d’après le Lemme XXXVI, la corde EE’ est pa- 
rallèle à GG’. L’angle DEE est donc droit; et conséquem- 
ment, d’après le Porisme CXCIV, le rectangle Am. Am’ est 
égal à DA.DB. Co Qi EUR 
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Autrement. Sans invoquer le Lemme XXX VI, les cordes 
EF, EF" sont égales, comme parallèles également éloignées 
du centre; et comme le diamètre qui leur est perpendicu- 
laire passe par leurs milieux, GE — GE’: donc EE’ est 
parallèle à GG’; et l’angle DEE’ est droit. Donc, etc. 

Porisme CXCVII. — Étant donné un demi-cercle ACB, 
une tangente quelconque mn fait sur 
les tangentes aux extrémités du diamè- 
tre AB, deux segments Am, Bm' dont 
le rectangle est donné. 

Ce rectangle est égal au carré du rayon 


γ' 


A 0 B 
du cercle. 

En effet, soient 2 le point de contact de la tangente, et O 
le centre du cercle. Les deux droites Om, Om! sont rectan- 
gulaires, parce qu’elles sont perpendiculaires respective- 
ment aux cordes À », Bn. Le triangle mOm/ est donc rec- 


tangle en O, et par conséquent on a mn.m'n — On =R:. 
Mais mn — Am, et mn—Bn. 

Donc 

Am.Am —= Β΄. 
CURE TD. 

Ce Porisme pourrait être considéré simplement comme 
un cas particulier du précédent. 

Porisme CXCVIIL. — Quand un losange AIBJ' est circon- 
scrit ἃ un cercle, toute tangente au cercle 
fait sur les côtés AT, AJ deux segments 
Im, 7 πα΄, dont le rectangle est donné. 

Soit D le point de contact du côté IA, 
on aura 


Dr re — ΠΡ ΤΑΣ 
En effet, soit C le centre du cercle, et 
Ci, Cj parallèles à AJ' ei AT, respective- 
ment. Les quatre droites CD, Cm, CI, Cj, font entre elles 
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deux à deux, des angles égaux à ceux des droites CA, Cr, 
Cret CF: 

On en conclut par le raisonnement employé pour la dé- 
monstration du Porisme XCVIL, qu’il existe entre les deux 
systèmes de points D, m, 1, et À, m’, J' la relation 

/ 
— — LE ou πὶ. πὲ} —ID.J'A. 
ἃ. ὃς ἘΠ 

Autrement. Les deux triangles ICm, J'm'C sont sem- 
blables, parce que les côtés IC, Cm, ml du premier sont 
également inclinés sur les côtés respectifs J'm’, n'C, CJ'du 
second. On a donc la proportion 


Im cr Ξ EE: 
—— ——; et Im.J/m—IC.CJ = IC. 
IC ἘΝ 
Ainsi le rectangle Im.J/m/' est donné. 
C. 0: in: 
Cette seconde expression du rectangle Lm.J/m! se ramène 
P 8 


immédiatement à la première. Car dans le triangle ICA, 


IC SIDA EMA. 
XVI Genre. (Voir p. 177.) 


Porisue CXCIX.— δὲ autour de deux points P, Q d'un 
cercle, on fait tourner 
deux droites qui se 
coupent en M sur la 
circonférence, et qui 
rencontrent une corde 
EF en deux points m, 


m'; un point À étant 
donné sur cette corde : on pourra trouver un second point 
Β΄, un rectangle y et une ligne p, tels, que pour des points 
M du cercle, en nombre infini, on aura toujours la rela- 
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tion 
Am.B'm' + 
= 

Qu'on mène P}j et Οἱ parallèles à EF; puis Pr, Ὁ) qui 
rencontrent EF en I et 1΄. Qu'on prenne J'B'— AT; B'sera 
le point cherché. La droite PA rencontre la circonférence 
en a; et Qa rencontre EF en A’. On fera y — AI. AA’, et 
= AI. 

Enfin, le point M devra se trouver sur l'arc :Pj, ou sur 
l'arc ab déterminé par les lignes PA et QB. 

En effet, supposons-le sur l'arc :Pj; les deux points m, 
m'ont, avec deux autres points C, C’ déterminés de la mème 
manière, la relation 

Am Am 
Er VO 


(Porisme CXXIX.) 


qui entraine, comme au Porisme LXXVIIE, la suivante 


Am.B'm' + AI.AA/ 
mm 


—" AI. 


Le Porisme est donc établi. 

Si le point donné Α est sur la circonférenee, en E par 
exemple, le rectangle » est nul et la relation entre les deux 
poinis m, m', qui alors convient à tous les points M de la 
circonférence, devient 


Ern.B'm' 
mm! 


— Er 


C’est le cas prévu dans l'énoncé du XVI° Genre. 
Observations. Si dans la figure sur laquelle nous venons 
de démontrer le Porisme, le point M est pris sur l’arczE, 
,lep Ρ : 
ou sur 7}, on trouve que l’équation devient 


Am.B'ni — AT. A'A + AT.mm. 


Pour les points de l’arc Ea ou de l’are F6, elle prend 
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une troisième forme 


Am.B!m! + ἈΠ. πη — AI. AA. 


Ainsi la circonférence est divisée en six arcs, :E, Ea, 
ab, bF, Fj, ἢ. Deux de ces arcs, ab, 1], qui sont opposés, 
se correspondent; des quatre autres, ceux qui se correspon- 
dent sont d'une part &aE, bF, qui sont contigus à ab; de 
l’autre, :E, jF, qui sont contigus à ἐ} : et chacune des trois 
équations se rapporte à l’un de ces couples d’arcs corres- 
pondants. 

Il n’en était pas entièrement de même dans la figure du 
Porisme CXCI, qui appartient au X° Genre, et qui ne se 
distingue de celle dont nous venons de nous occuper que par 
la position de la droite AA!’ en dehors du cercle. Les diffé- 
rentes positions du point M exigeaient aussi trois équa- 
tions : mais la circonférence n’était divisée qu’en quatre 
parties. À deux parties opposées répondait une seule des 
trois équations. Chacune des deux dernières parties em- 
ployait seule une des deux équations restantes. 

Mais on voit que les équations qui expriment les X° et 
XVI° Genres se présentent ensemble dans une mème ques- 
uon. 

Toutefois dans l'ouvrage d'Euclide les questions relatives 
à ces deux Genres n’ont pas été les mêmes. Ce géomètre, 
guidé par une considération théorique importante qui tient 
aux imaginaires, comme nous allons le dire, a dù intro- 
duire dans les énoncés des Porismes dont Pappus a formé 
le XVI° Genre une condition d’après laquelle ils s’ap- 
pliquaient nécessairement à des questions, ou du moins 
à des figures, différentes des questions ou des figures qui ont 
fourni à Pappus son X° Genre. Cetie condition, c'est que 
le rectangle y puisse devenir nul par suite de la position du 
point À, condition qui n'existe pas dans le texte du X° 


(renre, 


{ 3ot }) 

On reconnait immédiatement dans la géométrie moderne, 
que cette distinction revient au cas où les points doubles des 
deux divisions homographiques formées par les couples des 
points 77, m' sont imaginaires. 

Ce sont sans doute ces cas d’imaginarité dont Euclide a 
voulu montrer les conséquences, en distinguant avec pré- 
cision des questions qui conduisent aux mêmes relations 
entre les points variables que l’on considère, et il les a ca- 
ractérisées si nettement, que Pappus en ἃ fait deux Genres 
séparés. 

Les Livres de la section de raison, de la section de l’es- 
pace et de la section déterminée, nous apprennent que ces 
cas d’imaginarité avaient frappé vivement l'imagination 
des géomètres grecs. Apollonius y a trouvé le sujet de belles 
questions de maximum qui nous ont été conservées par 
Pappus, et qui suffiraient pour montrer la sagacité et le 
génie de celui que les Anciens avaient surnommé le grand 
géomètre. 

La comparaison de ces trois ouvrages de la section de 
raison, de la section de l’espace et de la section déterminée, 
met aussi en évidence toute la hardiesse d'Euclide dans la 
conception de ses Porismes, Elle fait sentir combien il ἃ eu 
à surmonter de difficultés pour donner toujours aux énon- 
cés une rigoureuse exactitude. 

Ces difficultés naissent pour la plupart de la diversité 
des positions relatives des points dans une figure, en d’au- 
tres termes, de la direction des segments; elles ont disparu 
dans la géométrie moderne par l'introduction des signes + 
οὲ--- 

Si le seul problème de la section de raison, le plus sim- 
ple qu'on puisse imaginer, puisqu'il s'exprime par l’équa- 
tion à deux termes Am=— ἃ. Β΄ ι΄, la plus simple aussi de 
toutes celles qui se trouvent dans les Porismes, si ce pro- 
blème, dis-je, à raison de ces différences de positions rela- 


᾿ { 805 ἢ 
tives des points et des lignes, ἃ demandé à Apollonius 
87 cas: celui de la section de l’espace 84, et celui de la sec- 
tion déterminée 83, on doit être eflrayé des obstacles mul- 
tipliés qu’a dû rencontrer Euclide en introduisant dans la 
géométrie les équations à trois et à quatre termes qui font 
le sujet d’un grande partie des Genres indiqués par Pappus. 

Sans doute la nature et le vaste ensemble des proposi- 
tions variées auxquelles s'appliquent ces équations qui se 
rattachent à une théorie unique, celle des divisions ho- 
mographiques, forment le mérite principal de l'ouvrage 
d'Euclide. Maïs on peut croire que la nouveauté hardie que 
présentaient les Porismes, à raison des difficultés que nous 
avons signalées, a été aussi un des motifs de l'admiration 
de Pappus pour ce grand ouvrage, en tout si original et si 
profond. 

Peut-être s'étonnera-t-on qu'Euclide n’ait pas donné de 
Porismes susceptibles de former un Genre exprimé par la 
troisième des équations renfermées dans la formule algé- 
brique 

Am.B'm + y=u.mm, 
savoir 


Am.B'm + 1A.mm/! —1A.AA, 


équation qui se présente dans les mêmes questions que les 
deux premières, comme on l’a vu ci-dessus (Porismes 
CXC, CXCI et CXCIX). 

Cette abstention s'explique naturellement; car cette 
équation répond précisément aux positions des points 
m, τ qui ne satisfont pas aux deux autres équations. Il 
aura donc suffi à Euclide d'en faire la remarque dans quel- 
que scolie, pour éviter de multiplier inutilement les exem- 
ples de Porismes. Une réserve de ce genre est bien dans 
l'esprit du grand géomètre et dans le caractère de son ou- 
vrage, où il n'a voulu donner que des principes et les 
germes d’une foule de conséquences importantes. 
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XVII Genre. (Voir p.184.) 


Porisme CC. — δὲ autour de deux points P, Q d’un 
cercle on fait tourner deux droites 
qui se coupent en M sur la circon- 
Jérence et rencontrent en m et mw’ 
une tangente fixe AT : le rapport 
du rectangle Am.Am' à l’abscisse 


Im m À J' 


mm’ sera donné. 
Qu'on mène () ἡ parallèle à la tangente AT: et Pz qui 
coupe cette tangente en ]; on aura 


Am.Am' 


mm 


A) 


En effet, soit Pj parallèle à la tangente, et Q j qui coupe 
cette droite en J', On a, d’après le Porisme CXXXIX, 


Am .Im—= Am. AJ. 
Or AJ'— IA. Donc 


j I 
Am’.Im—Am.\A, ou ἜΠΟΣ ΒΕ ἐν 
An ml 


Par suite, 


Am’ AI 


ἌΞΙΑ ΑἹ: ml’ 


Am AI Am.Am' 
pe — Ne han το ΞΞΞ AI. 

C. 0. F. D: 
Porisme CCI. — Quand un cercle est circonscrit à 
un triangle ABC, si autour des deux 
sommets À, B, on fait tourner deux 
droites qui se coupent en chaque 
point M de la circonférence, et qui 


rencontrent une corde ef en m et m’: 
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le rectangle em. fn est à l'abscisse mm dans une raison 


donnée. 
Qu'on mène la corde Bi parallèle à ef, et Az qui ren- 


contre ef en I, on aura 
! 
em, Jm 
SELS à 
mm 
En effet, nous avons vu (Porisme CXX VI) que 
em.fm __ eD./fD’ Re em’ 
em.fm  eD'.fD' Ὡ- fm 
Par conséquent, d’après le Porisme LXXXII, 


em. fm’ 


mm 


—el, 


Co D. 


XXI° Genre. { Voir p. 201.) 


Porisme CCII. — Un cercle et une droite DE étant 
ϑ donnés, si de l'extrémité À du dia- 
n mètre perpendiculaire à DE on mène 
X une droite qui rencontre le cercle en 
᾿ ν met DE en n: ἴα rectangle Am.An 
à est donné. 
En effet, les deux triangles AmB, 
D 


ADn sont semblables, comme étant 
rectangles et ayant l’angle À commun. Par conséquent, 
on à 


τὸ == _ ou Am.An— AB.AD. 

Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CCIII. — Étant donnés deux cercles dont 
l'un a pour centre un point À de la circonférence de l’au- 
tre; siune tangente au premier rencontre le second en 
deux points m, πα: ἰδ rectangle des distances de ces points 
au centre du premier cercle est donné. 


( 305 } 
Soit AB le diamètre du second cercle; AM le rayon du 
premier. On ἃ 


parce que les deux angles ABm et 
Am M sont égaux comme étant l’un et l’autre suppléments 
de l’angle mn A. Par conséquent, 


= = ou Am.Am— AB.AM. 
Donc, etc. : 
Porisme CCIV. — Deux points O, A étant donnés sur 
une droite, si l’on prend sur 
D NE) A cetle droite, d’un méme côté 


du point O, deux points varia- 


bles τα, m’, tels, que l’on ait 


2 


On Am 


Am 


le rectangle Om.Om’ est donne. 


En effet, Om.Om/! — ΟΑ. 

Ce Porisme n’est que la traduction du Lemme XXVI, 
quand les deux points m, m' sont pris du côté opposé au 
point À, à partir du point O; et du Lemme XX VII, quand 
m et m/ sont pris du même côté que le point A. 

Porisme CCV.— Étant donnés un cercle et la tan- 
gente en un point À, si l’on mène 
deux tangentes parallèles entre 
elles qui rencontrent la tangente 
fixe en deux points m, m!: Le rec- 
tangle Am.A m'est donné. 


20 
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Ce rectangle est égal au carré du rayon du cercle. 

En effet, soient M, M, les points de contact des deux 
tangentes parallèles; l'angle MAM' est droit; par suite 
l’angle mCm/, dont les côtés sont perpendiculaires aux 
cordes AM, AM, est aussi droit. Le triangle ἡ τι est 


donc rectangle en C; et conséquemment Am.Am! — CA. 
Co en. 

Porisme (ΟΥ̓. — δὲ par deux points D, D' pris sur 

le diamètre d'un demi-cercle, à égale 

distance du centre, on mène deux droi- 

tes parallèles Dm, Dm’ terminées à la 

circonférence : le rectangle construit sur 


ces deux droites est donné. 

Concevons que la circonférence entière soit décrite, et 
prolongeons la droite Dr jusqu'à la circonférence, en 71. 
Je dis que Dr est égale à D’. En eflet, joignons Can et 
Cm’. Les deux triangles CD, CD'nr sont égaux, parce 
qu'ils ont des angles égaux en D et D’, et deux côtés égaux 
chacun à chacun. Donc 


Dn = ἢ’ μ᾿. 
D'ailleurs Dm.Dn— DA.DB. 
Donc Dm.D'm! — DA.DB. 


Ce qui démontre le Porisme. 
Porisme ΟΟΥ̓ΤΙ. — Un triangle ACB étant donné, si 
on mène deux 
droites parallè- 
les MN, M'N’ 
qui forment 
l'une avec les 
deux côtés CA, 
CB et l’autre 
né avec les prolon- 
gements de ces 


côtés au delà 


2\ 


(9) 
du sommet C, les triangles MCN, M'CN'’ égaux en sur- 
face au triangle ACB : ces droites rencontrent la base AB 
du triangle en deux points m,m', et le rectangle des dis- 
tances de ces points au milieu de AB est donné. 

Ce Porisme se conclut du Lemme XXXII (proposition 
158), pris dans l’état de généralité qu’il comporte, comme 
nous l’avons dit précédemment (p. 96). Soient D le milieu 
de AB, et 7 le point où MN coupe CD; on a, d’après le 
Lemme, 


RL Da Ξ τ τ ἢν 
Dm re ou Dra=Db:; 
Par conséquent, 
ES μᾶς ἃς 
Din — DB : de , ou Dm.Dm— DB. 


D »»' 


Ce qui démontre le Porisme. 

Observation. La démonstration du Lemme donnée par 
Pappus est assez pénible. Voici une démonstration directe 
du Porisme. Elle est fort simple, et la démonstration du 
Lemme en résulte immédiatement. 


On a d’après le Lemme XX (proposition 145), 


César .CN 


CA.CB—CM.CN ou ed 


Soit O le milieu de mm’; CO est parallèle à MN, ei les 
triangles semblables ainsi formés donnent 


CA Eu OA τι ΟΝ Ο 
CM On CB : -OB 
Donc 


—— 2 
== ἘΞ — ou Om—OA.OPB. 


Cette équation, en vertu du Lemme XXXIV dont on peut 
20. 
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invoquer la réeiproque, entraîne celle-ci : 
MA UMR 
mB  m'B 


Et de cette dernière, en vertu du même Lemme, on conclut 


DB —Dm.Dm!. 
CO NE π᾿ 

Porisme CCVITI. — De chaque point M d’une tan- 

a gente à un cercle, on mène 

une seconde tangente et une 

droite passant par un point 

donné P; cette tangente et 

cette droite rencontrent une 

autre tangente HG en deux 

| points m, m’: on peut trou- 

M JR DER N' ver deux points 1, J' sur HG, 

et un espace y, tels, que le rectangle Im.J'm sera tou- 
jours égal à y. 

En effet, concevons les points M, A, B, C de la droite 

EF. Les tangentes menées par ces points rencontrent la tan- 

gente HG, en m, a, b, c, et les droites menées des mèmes 


points au point P rencontrent cette même tangente en 
M4: 0 ES 


On a, d’une part, 


A : : 
-- πε = ΓΙ Ὰ _ (Porisme CXXXI, Corollaire.) 


et d'autre part, 


μὰ CA ΜᾺ m'a : c'a! 
MB°CB m"mb'°cb 


Donc 


(Lemme II, Corollaire I, p. 82.) 


ma ca m'a! c'a ma.m b! ca.c'b’ 


Re {Ξ 5 Ὸ ᾽ "ὍΝ .---- τς “Ὁ 9ὅὉ 
τὸ TUM δ mb.m/ α΄ cb.c'a! 


(.309} 
Cette équation prouve d’après le Porisme ΧΟΠῚ (1), qu'il 
existe deux points 1, J' tels, que l’on ait 


Im. J'm — constante = ». 


Pour déterminer ces points, on fait d’abord passer par le 
point P, parallèlement à GH, une droite qui rencontre EF 
en ἧ; la tangente menée par ce point ὦ coupe GH en ]. 
Ensuite on obtient le point J', en menant la tangente pa- 
rallèle à GH, et par le point 7 où elle rencontre EF, la 
droite jP; cette droite coupe GH au point cherché }΄, On 
détermine l’espace ν en prenant la tangente Mm dans une 
position particulière. Par exemple, qu'on suppose le point 
M en E, et soit Ε΄ le point où la droite EP rencontre HG; 
on aura ν = 1G.J'e’. Si l’on place le point M en G, et qu'on 
appelle g le point de contact de la tangente HG, on aura 
"ΞΞΊ5...α. 

Porisme CCIX. — δὲ autour d’un point p on fait tour- 
ner une corde MM’ d'un cercle, et que d'un point P de la 
circonférence on mène PM, PM’ quirencontrent une droite 

fixe DX en deux points m, τη : il existera sur cette droite 
un point O, tel, que le rectangle Οὐ. Ὁ π΄ sera constant. 


(1) Dans ce Porisme XCIIL, les deux séries de points πὶ, 4, PERS a, 
b',... sont supposées sur deux droites différentes; mais il est évident quela 
relation démontrée subsiste quelle que soit la position relative des deux 
droites, et conséquemment quand elles coïncident, comme cela a lieu ici. 
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En effet, soient les trois cordes p MM", p AA", pCC’, dont 
la troisième est menée de manière que PC soit parallèle à 
DX. Soit Ρ' 16 point où la droite pP rencontre la circonfé- 
rence. Les quatre droites PM, PA, PC, PC’ rencontrent 
respectivement les quatre PM’, P'A', P'C', Ρ' en quatre 
points μ, ἂς 7, 7: Situés sur une mème droite (Porisme 
CLXXIT). 

Désignons par m, a, O, les points où les trois droites PM, 
PA, PC coupent DX; il existe entre ces points et les qua- 
tre μ9 &, 7, 71: la relation 


Om 
ee ets (Lemme XI.) 
O0 a VX για 

Appelons pareïllement μ΄, α΄, ÿ, y, les points où les 
quatre droites qui partent du point P’ coupent DX ; ilexiste 
encore entre ces points et les quatre y, ας y, γι la relation 


LL A PE νὼ 
vepe va vie 
Enfin les quatre droites PM’, PA', PC’, PC font entre 
elles les mèmes angles que les quatre PM, Ρ' Α', P'C, P'C 
qu’elles rencontrent sur la circonférence; et l’on en conclut, 
d’après les Corollaires IT et ΠῚ du Lemme XI (p. 83), que 


les points déterminés sur DX par ces deux systèmes de 


(Coroll. I du Lemme IIL, p. 82.) 


quatre droites ont entre eux la relation 


JL TANT OR 


V4 ἕ 7 a’ Om’ 


Il résulte de ces trois égalités que 


Om Oa’ 
— = ——) 
Oa Om’ 


ou Om.Om Ξε Ou.Oa!. 


Ce qui démontre le Porisme. 
Porisme CCX. — Un cercle est circonscrit à un trian- 
gle PQR ; et autour des deux sommets P, Q on fait tour- 


(5) 


ner deux droites PM, QM qui se coupent sur la circonfé- 
rence et rencontrent, respective- 
ment, deux droites fixes AX, A'X/ 
en deux points m, m'; s les paral- 
lèles à ces droites menées par les 
points Pet Q ne 86 Coupent pas sur 
la circonférence : on pourra trouver 
sur ces droites deux points 1 οἱ J', tels, 
que le rectangle \m.J'm' sera donné. 

Qu'on mène la corde Qt parallèle à Α' Χ', et Pr qui ren- 
contre AX en I; puis la corde P7 parallèle à AX, et Ὁ) qui 
rencontre A’X' en J'; ces deux points I et J/ sont les points 
cherchés. r, σ΄ étant les points d’intersection des droites AX, 
A'X' et des côtés PR, QR du triangle, respectivement, 
on aura 


Im.J!m —1r.J'r. 


En effet, les quatre droites PM, PR, Pr et P7 font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites ΟΜ, QR, Οἱ et 
Qj. Par conséquent, si l’on conçoit que ces deux systèmes 
de quatre droites coupent une transversale menée arbitrai- 
rement en deux systèmes de quatre points m,, 115 L, J, et 
m',r,,1,, Δ΄, on aura entre ces points l'équation 


NT _ 2 (Coroll. ΠῚ, p. 84.) 


Mais d’après le Corollaire IT (p. 83), le premier membre 
Im 17’ 


de cette équation est égal à -—; et le second à ——. 
Ir J'm 


Donc 


Im re Σ 
== ——, on πὸ; γε ΞΞ 5.1}. 
Ir à 4 ΩΝ 
Ce qu'il fallait démontrer. 
Observation. Si les parallèles à AX et Δ' Χ', menées par 
Ι ; E 
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les points P et Ὁ, se coupaient sur la circonférence, le Po- 
risme n'aurait pas lieu, parce que les deux points I et J' 
n’existeraient plus; les droites qui les déterminent se trou- 
vant alors parallèles, respectivement, aux droites AX, A’ X'. 
Ce qu'on exprime dans la Géométrie moderne en disant 
que les points I et J' sont à l'infini. Ce cas a été le sujet du 


Porisme CLXXX VI. 


XXII Genre. (Voir p. 229.) 


Porisme CCXI. — Étant donnés deux droites SX, SX! 
non rectangulaires, dans 
le plan d'un cercle, et 
deux points À, B sur la 
première SX; si de cha- 
que point m de SX on 
mène deux tangentes au 
cercle, et qu'on joigne 
les deux points de con- 
tact par une droite qui 
rencontrera SX! en un 
point m': on pourra trou- 
ver deux points Α', B' sur 
cette seconde droite don- 
née, tels, que le rectangle Am.B'nv sera au rectangle 
A'm’.Bm dans une raison donnée. 

Que par chacun des points À, B on mène deux tangentes 
au cercle, les cordes de contact rencontreront SX’ aux points 
demandés A’, Β΄. Soit J’ le point où le diamètre du cercle 
perpendiculaire à SX coupe cette même droite SX’; la rai- 


ΤῊΝ 


son constante est; c’est-à-dire qu'on aura 


Am.B'm' B'J' 
Bm.A'm AJ 


RS Qi 
En effet, les cordes de contact des tangentes menées par 

les trois points À, B, ηὲ et le diamètre perpendiculaire à SX, 
qu’on peut regarder comme la corde de contact des tan- 
gentes parallèles à SX, passent par un mème point (Porisme 
CLXX VII). Or ces droites sont perpendiculaires respecti- 
vement aux droites menées du centre du cercle aux points 
A, B, m, et parallèlement à SX. On a donc deux faisceaux 
de quatre droites, dont les quatre dernières font entre elles, 
deux à deux, les mêmes angles que les premières. Ces deux 
faisceaux sont coupés, respectivement, par les deux droites 
SX, SX’, en des points qui, d’après les Corollaires du 
Lemme ΠΠ|, p. 83, ont entre eux la relation 

ἈΚ A mr A" 1 

Br iBr. BI 
ou 

Am.B'm' Br 

Bm.A'm — AJ 


Ainsi le Porisme est démontré. 

Observation. On conçoit que la considération des deux 
points m et m/ peut donner lieu à beaucoup d’autres Po- 
rismes qui se rapportent à la plupart des Genres du pre- 
mier et du second Livre. Les deux points variables m, m' 
peuvent être pris sur une même droite, car il est permis de 
supposer que SX’ coïncide avec SX. Il nous suffit d'indi- 
quer ces Porismes, dont les démonstrations n’offriront au- 
cune difficulté, et qui néanmoins pourront faire le sujet 
d'exercices intéressants. 


γ᾽ Genre. (Voir p. 136.) 


Porisme CCXII. — Autour de deux points P, Q d’un 
cercle on fait tourner deux droites qui se coupent sur la 
circonférence, et rencontrent une tangente fixe en m et 


m'; un point O étant donné ainsi qu'une ligne à : il 
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existera une droite donnée de position, telle, que le seg- 
\ ment puy! formé sur cette 

ν᾽ droite par celles qui joi- 
gnent le point donné O et 
les points m, m’, sera tou- 
jours de la longueur don- 
née α. 

En effet, on sait (Porisme 


CC) que l’on ἃ 


Am.Am' An.An' 
——— = Const, = —;—) 
17nm n7t 
ou 
Am ν᾽ An nn 
Ar νοῦς τ ΤῊ 


Si d’un point donné O on mène des droites aux cinq points 
À, m,m',n et », et qu'une droite parallèle à la première 
OA les coupe aux points u, μ΄, v, ν΄, on aura (en vertu du 
Corollaire Il, p. 83) les deux égalités 


Am mm m'y 
.Ψ 


An ‘m'n μ'μ 


ἌΝ nn! νμ' 
Am ‘nm  υν' 
{l suit de là que 
! LA 
ν ν 
Ρ". ἐς, où μμ' -- ν΄. 


an 
Il faut done inscrire dans l’angle mO mm! une droite de la 
longueur donnée + et parallèle à la droite OA. Cette droite 
satisfera à l’énoncé du Porisme. 
Donc, etc. 
Porisme CCXIIT. — δὲ par le centre de similitude de 
deux cercles on mène une droite qui les rencontre en 
quatre points : des langentes en ces points forment un pa- 
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rallélogramme dont la diagonale ee! est sur une droite 

donnée de position. 
En effet, les tangentes en a et a’ sont parallèles, puisque 
le point S est le 
centre de simi- 
litude des deux 
cercles (Porisme 
CLXXXIII, ie- 
marque); les an- 
.gles cab et εἰ α' δ’ 


sont donc égaux. Or l'angle c’b'a! est égal à l’angle ca’ δ'. 
Donc les angles en a et δ' du triangle eab’ sont égaux, et, par 
conséquent, ce triangle est isocèle. Ainsi ea = eb', et pa- 
reillement 6' α' — ο΄ ὃ. De sorte que la diagonale ee coïncide 
avec la droite lieu des points d’où l’on peut mener aux deux 
cercles des tangentes égales (Porisme CLXIIT). Ce qui dé- 
montre le Porisme. 


VIS Genre. {Voir p. 139.) 


Porisme CCXIV. — Étant données dans un cercle deux 
cordes SC, SC' qui partent d’un 
méme point S de la circonférence, 
on mène de chaque point m pris sur 
le prolongement de SC deux tan- 
gentes au cercle ; la corde de con- 
tact rencontre SC en un point m’: 
la droite mm’ passe par un point 


donné. 

En effet, concevons que le point m prenne deux positions 
À, B sur la corde SC, puis vienne en S: les quatre cordes 
de contact, dont la dernière sera la taugente en 8, passe- 
ront par un même point (Porisme CLXXVIT) et seront 
perpeudiculaires aux droites menées du centre du cercle 
aux quatre points 1, À, B, 5. On aura donc deux faisceaux 


(15262) 


de quatre droites, dont les dernières qui partent du centre 
du cercle font entre elles, deux à deux, des angles égaux à 
ceux des premières. Par conséquent, ces deux faisceaux de 
quatre droites rencontrent, respectivement, les deux droites 
SC' et SC en deux systèmes de quatre points η΄, A, B',S et 
m, À, B, S, entre lesquels a lieu l'équation suivante : 


SA mA SA! m'A’ 
SB°mB SB'"”#B 


(Corollaire IIE, p, 84.) 


On conclut de là, d’après le Corollaire I du Porisme 
XXIV, que les trois droites AA’, ΒΒ' δὲ mn passent par un 
même point. ὩΣ Ὁ, FD. 


ὙΠ’ Genre. ( Voir p. 144.) 


Porisme CCXV. — Étant donnés deux droites rectan- 
gulaires SX, SX’ dans le 


plan d’un cercle, et un point 


x’ 


Α sur la première, si l’on 

mène de chaque point m de 

οι" celle-ci deux tangentes au 

cercle, puis la corde de con- 

x A πὶ tact qui rencontrera la se- 

conde droite en un point m': 

on pourra trouver sur cette droite un point A, tel, que 
le rapport des segments Am, Αἰ τη sera donné. 

La corde de contact des tangentes menées par le point A 
coupe SX’ en Α' qui est le point demandé. Soit S' le point 
où la corde de contact des tangentes menées par le point 5 
coupe SX’: on aura 


En effet, les cordes de contact des tangentes au cercle 
menées par les trois points À, m, $ passent par un même 
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point (Porisme CLXX VII),et rencontrent SX’ en A’, n/, S". 
Mais les droites menées du centre du cercle aux points À, 
m, S sont perpendiculaires à ces cordes, respectivement. 
On a donc deux systèmes de droites passant par deux points 
fixes, et faisant entre elles, deux à deux, des angles droits. 
Or les deux droites SX, SX’ sont elles-mêmes à angle droit; 
et il en résulte, d’après le Porisme CLXXXVI, que les 
points À, m, S et A’, m/', S' divisent les deux droites SX, 
SX’ en parties proportionnelles, c’est-à-dire que l’on ἃ 


À m A'm' δὲ Am __ AS 
AS A'S/ ? Æ'm'  A'S/ 


Guy Ὁ, ἘΣ D: 


IX° Genre. ( Voir p. 149.) 


Porisme CCXVI. — δὲ de chaque point m pris sur le 
prolongement d’une corde EF 
d’un cercle on mène deux tan- 

Ί gentes, et qu'on joigne les points 
ε de contact par une droite qui ren- 

PP RE N contre la corde EF en un point 

m', le milieu du segment mm' 
étant n : le rectangle Em.Em’ sera au segment En dans 
une raison donnée μ. 


Cela résulte des Lemmes XX VIIT et XX XIV; car, d’après 


le premier de ces Lemmes, on a l’équation 


Em Fr 


Em Fm'° 
et par conséquent, d’après le second, 
Em.Em!'=— En.EF, 


ou 


Em.Er 


== — he 


Donc, etc. 
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ξ XXIX° Genre. (Voir p. 257.) 


Porisme CCXVIT. — Deux droites rectangulaires SX, 
SX' étant données dans le plan d'un cercle, si de chaque 
point m de la première on mène des tangentes au cercle, 
et qu'on joigne les points de contact par une droite qui 
rencontrera la seconde droite SX! en un point τη’ : il exis- 
tera un point O, tel, que chaque droite mw' fera un angle 
donné avec la droite menée du point m à ce point ©. 

Et si le point de concours S des deux droites données 
SX, SX’ est situé sur la circonférence du cercle, la droite 
mn sera parallèle à une droite donnée de direction. 

Cetie Proposition est une conséquence du Porisme 
CCXV et du CLV°. Car, d’après le CCXV°, les deux 
points πὲ, m’ forment deux divisions semblables et par con- 
séquent le Porisme devient le même que le CLV°. 


ΠΕ Genre. (Voir p. 117.) 


Porisme CCXVIII. — Étant pris deux points Ῥ Q 
sur une tangente à un cercle, on 
fait tourner autour du premier 
une droite Pn qui rencontre le 
cercle en deux points, εἰ l’on 
mène les tangentes en ces points, 
lesquelles se coupent en n: le point 
de concours m des droites Pn, Qn 
est sur une droite donnée de posi- 


tion. 

Soient S le point de contact dela tangente sur laquelle sont 
pris les points P, Ὁ ; B le point de contact de la seconde tan- 
gente issue du point P. Le point 7’ est situé sur la corde SB 
(Corollaire du Porisme CLXXVIT). Supposons le point 71 


de la droite P7 situé aussi sur SB : d’après le Porisme CEX, 
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les points 7 et π΄ seront liés par la relation 


puisque le point 7 est situé sur la corde de contact des tan- 
gentes menées par le point γι. 

Soient a, a! les points analogues à 7 et n!, pour une autre 
droite menée par le point P. On a, de même, 


Sa S δ᾽ 


aB  a'B 
Ces deux équations donnent 


S2:,54 τ Sa S ἂς 
nB'aB  nrB'°'aB 


Et cette relation prouve, d’après le Corollaire ΠΠ du Po- 
risme XXIV, que les points d’intersection des trois droites 
Pa, PB, Pn, par les trois Q α΄, QB, Ὁ 7, une à une, res- 
pectivement, sont en ligne droite. C’est-à-dire que le lieu 
du point "1 est une droite qui passe par le point B. 

Donc, etc. 

Porisue CCXIX. — Étant donnés un cercle et deux 
droites RA, RP, dont 
l’une rencontre le cer- 
cle en deux points À, 
B,et dont l'autre passe 
par le point de con- 
cours P des tangentes 
en ces points ; une au- 
tre tangente quelcon- 
que aM rencontre ces 
deux droites en deux 
points M, N par les- 
quels on mène les tangentes Ma', Na”: le point de con- 
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cours de ces tangentes est sur une droite donnée de position. 

Cette droite est la corde de contact des tangentes au 
cercle menées par le point R. 

En effet, cette corde passe par le point P (Porisme 
CLXX VII, Corollaire), et rencontre la droite AB en un 
point Ὁ. La corde aa’ passe de mème par le point P et ren- 
contre la corde AB en un point ἃ : et l’on a 

Pa za ς ᾿ 
Da (Porisme (ΠΧ .) 

Les deux tangentes Ma, Ma’ rencontrent la droite PQ 
en deux points γι, 17 : et de la relation précédente,en vertu 
du Lemme XIX, on déduit celle-ci : 

Pm Pm' 
᾽ν Qn 

D'autre part, la corde de contact a a” passe par le point 
Q et rencontre RP en un point P;, qui fournit la relation 


P,a er Qa 
Pia "708 


En appliquant encore le Lemme XIX, et en appelant πε 
le point où la tangente Na” rencontre PQ, on obtient 
Pm Qmn 
Pm’"  Qm'” 
Si maintenant on compare cette équation qui détermine 


le point m”, à celle qui a été établie tout à l’heure pour le 
point m', on en conclui que 


Pm' P mn” 


Qu Qw” 


Ce qui prouve que les deux points γι, m” coïncident. 
g q P ᾿ 
Donc les deux tangentes Ma’, Na!” se coupent sur la droite 


PQ. 


Done, etc. 


{95} 
Porisme ΟΟΧΚΧ. — δὲ sur les rayons menés d’un point 
᾿ , O aux différents points M d’une droite 
/ L, on construit des triangles OMm sem- 


blables à un triangle donné : leurs som- 
mets m seront sur une droite donnée de 
position. 

En effet, l'angle en O de chaque 
triangle OMm est de grandeur donnée {, et chaque côté 
Om est dans un rapport donné avec le côté OM. Il s'ensuit 
que si, autour du point O, on fait tourner tous les côtés 
Om, d'une mème quantité angulaire égale à Q, pour les 
amener en Ὁ η΄ sur les côtés OM, les points m/ seront sur 
une droite L' parallèle à la droite L; puisque le rapport 
de OM à Om’ sera constant. Or les côtés Om ont tourné 
de l'angle © en conservant leurs inclinaisons respectives, 
ei comme une figure de forme constante : done le lieu des 
points m est une droite qui est venue s'appliquer sur la 
droite L’, Cette droite fait avec celle-ci un angle égal à 
l’angle { ; et sa distance au point O est à la distance de la 
droite L à ce point, dans le rapport connu des côtés Om, 
OM. 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Remarque. Cette question est comprise dans l'énoncé 
général suivant, par lequel Pappus résume en grande par- 
tie, selon ce qu’il nous apprend, les Propositions du pre- 
mier Livre des lieux plans d'Apollonius, 

Si par un méme point, ou par deux points différents, on 
mène deux droites qui soient coïncidentes ou parallèles, 
ou qui fassent entre elles un angle donné, et que ces 
droites soient dans un rapport donné, ou bien qu’elles 
comprennent un espace donné : lorsque l’extrémité de 
la première droite sera sur un lieu plan (une droite ou 
un cercle) donné de position, l'extrémité de la seconde 
“droite sera aussi sur un autre lieu plan donné de position, 
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( 3220 
qui sera tantôt du même genre que le premier, et tantôt de 
genre différent; tantôt placé semblablement au premier, 
par rapport à la droite (qui joint les deux points), et 
tantôt placé différemment. Ces divers résultats dépendront 
des différences des hypothèses. 

Simson a développé cet énoncé général dans son Traité 
des Lieux plans d’Apollonius, et il en a fait le sujet de seize 
Propositions (IV-XIX). Ce nombre peut paraitre, de nos 
jours, considérable. Cependant il est à croire, d’après les 
expressions de Pappus, et le grand nombre (cent quarante- 
sept) des Propositions des deux Livres des lieux plans, 
qu'Apollonius en avait employé bien plus de seize pour 
exposer avec sa rigueur habituelle toutes les circonstances 
résumées dans cel énoncé. 
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OMISSION. 


———— 


XXII Genre. (Voir p. 239.) 


Porisme CXXXVI bis. — Des cercles passent par un 
méme point Q, et d'un point donné 
P on mène une tangente à chaque 
cercle; puis on prend sur PQ un 
segment P m égal à cettetangente, 
et le point m’ milieu de la corde 
Qn que le cercle intercepte sur PQ : le carré de Pm est à 
l'abscisse mnv dans un rapport donné. 

Ce rapport est 2 PQ ; de sorte qu’on ἃ 


— 1 


ΒΤ 140) 


mm 


En eflet, puisque Fm est égal à la tangente menée du 
point P, on a 


Pm — PQ.Pn = {(Pm + mQ)(Pm — mQ) 


"-τ-- τ 
Ξε --Οπ: 
ou 
΄..--.Ψ....Ἅ. ——1 —— 
Pr! = Pm +Qn! ; 
Or, d’après le Lemme XXIT (proposition 142, dans la- 
quelle les lettres A, C, D, B correspondent à P, m, m!, ΟΣ 
on conclut de cette équation, que 
ΠΝ 
mn 
Ep 2PO: 
Ὁ Ὁ EF: D. 
Si le cercle auquel on mène la tangente rencontrait le 


s RL: LES 
prolongement de PQ, auquel cas le point m/ serait aussi sut 
27. 
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ce prolongement, c'est-à-dire au delà du point Q, ainsi que 
le point m», ce serait le Lemme XXIV que l’on invoque- 
rail. Dans ce Lemme (proposition 150) ce sont les lettres 


A, D, B, C qui correspondent à P, m, m',Q (1). 


(1) On peut penser qu’il y a eu, dans le texte de Pappus, transposition des 
Lemmes XXIIT et XXIV, et que ce dernier devrait suivre immédiatement le 
XXII; d'autant plus qu’alors les deux Lemmes ΧΧΠῚ et XXV qui expri- 
ment aussi une même proposition dans deux états différents de la figure, se 
trouveraient l’un à la suite de l’autre, comme cela semble naturel; et il en 
est effectivement ainsi des deux Lemmes XXVI et XXVII qui expriment 
de même une seule proposition. 


ERRATA. 


Page 63, ligne 3; après ces mots : à tous les points de la circonférence, 
ajoutez : ou de certaines parties de la circonférence, 

Page 66, ligne 3 en remontant; au lieu de ces mots : n’ont pour la plupart, 
les deux premiers notamment, lisez : n'ont pour la plupart, sauf le troi- 
sième qui se représente souvent, - 

Page 67, ligne 2; après ces mots : les dix cas de la proposition des quatre 
droites; ajoutez : où du moins une partie de ces dix cas, 

Page 215, à la suite du Corollaire ; ajoutez ce qui suit : 

Observation. La première partie du Porisme précédent est le Lemme XXIII 
du Ier Livre des Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, de 
Newton; et il n’est pas hors de propos de remarquer ici que l’illustre auteur 
énonce cette proposition sous la forme même des Porismes, en ces termes : 

Leuma XXII. — Si rectæ duæ positione datæ AC, BD ad data puncta À, B 
terminentur, datamque habeant rationem ad invicem, et recta CD, qua puncla 
indeterminata €, D junguntur, secetur in ratione data in K : dico quod punc- 
tum K locabitur in recta positione data. 

Page 223, ligne 14; au lieu de VITE Genre; lisez : IX° Genre. 

AC. A'C' AC .B'C' 


Page 233, avant-dernière ligne; au lieu de VO EC’ lisez : FO EC 


FIN. 
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